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Vorrede. 


Dies Buch hat zunächst die Bestimmung, bei 
meinen Vorträgen an der Königlichen rheinisch-west- 
fälischen polytechnischen Schule in Aachen als Leit- 
faden zu dienen. Es ist natürlich, daß die Rücksicht 
auf diesen näclistliegenden Zweck für Inhalt und Form 
entscheidend gewesen ist. 

Mit der analytischen Geometrie beginnt an unserer 
Anstalt der erste Jahrescurs der rein mathematischen 
Disciplinen, der Curs, dessen Hauptgegenstand die 
Differential- und Integralrechnung ist. Wir setzen 
voraus, daß der Studirende mit den Elementen der 
Mathematik völlig vertraut sei, aber nicht mehr. Dar- 
aus ergibt sich für die Einleitung in die analytische 
Geometrie als Notwendigkeit: eine nicht zu weite 
Ausdehnung des Stoffes, ein langsamer Übergang vom 
Leichten zunar Schwierigem, eine möglichst einfache 
Behandlungsweise. 

Was die Begrenzung des Stoffes betrifft, so lag 
es nahe, in der Ebene nicht weit über die Curven 
zweiter Ordnung, im Raume nicht Uber die Flächen 
zweiter Ordnung hinauszugehen. Bei der Unter- 
suchung selbst ist das Tangentenproblem besonders 
hervorgehoben; was darüber hinausliegt, namentlich 


Digitized by Google 



IV 


Vorrede. 


Krümmüpg, Rectification und Quadratur, ist unter die 
Anwendungen der Differential- und Integralrechnung 
zj* verweisen. 

Der Übergang vom Leichten zum Schwierigem 
wird dadurch wesentlich ermöglicht, daß die gerade 
Linie und der Kreis in der elementaren Geometrie 
ausführlich behandelt sind. Der Gegenstand ist be- 
kannt, und die Aufmerksamkeit kann sich auf die 
Anwendung und Einübung der neuen Methoden con- 
centriren. Parabel, Ellipse und Hyperbel (einzeln 
behandelt) bieten dann Gelegenheit, diese Methoden 
auch an einem neuen Gegenstände der Untersuchung 
auf die Probe zu stellen. 

Bis dahin führe ich — wie hier bemerkt werden 
mag — den Vortrag im Zusammenhänge durch. In- 
zwischen ist der Begriff der stetigen Veränderlichkeit 
dem Studirenden geläufig geworden, und das (vier- 
mal) wiederholte Tangentenproblem hat auf den Grund- 
gedanken der Differentialrechnung hinreichend vorbe- 
reitet. Es erscheint also zweckmäßig, hier die ana- 
lytische Geometrie vorläufig abzubrechen und in die 
Differentialrechnung einzutreten. Was von der Geo- 
metrie der Ebene (innerhalb der vorgesteckten Grenzen) 
noch übrig ist, kann je nach Bedürfnis nebenher 
durchgenommen werden. Die Geometrie des Raumes 
spare ich bis nach dem Abschluß der Differential- 
rechnung auf. Es bleiben dann natürlich immer noch 
einzelne Stunden zu Anwendungen und Repetitionen 
aus der Differentialrechnung übrig. 

Was die Behandlungsweise betrifft, so habe ich 
mich auf die Anwendung von Punkt-Coordinaten be- 
schränkt, und auch bei dieser Abgrenzung sind die 
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homogenen Coordinaten nur angedeutet. Linien- und 
Ebenen -Coordinaten sind principiell ausgescldoßen. 

Diese Einschränkung in der Auswahl des Stoffes, 
in der Durchführung der Untersuchung und in der 
Verwendung der Ilülfsmittel halte ich bei der ersten 
Einführung in die analytische Geometrie für zweck- 
mäßig. Eine Erweiterung und Vertiefung des Wißens 
soll damit keineswegs ausgeschloßen , sie soll im 
Gegenteil durch diese Einleitung vorbereitet und an- 
geregt werden. Deshalb habe ich es auch nicht 
unterlaßen, bei Berührung der hier gesteckten Grenzen, 
wenn auch nur mit einem Winke, auf das hinzu- 
deuten, was darüber hinaus liegt. 

Es fehlt unserer Literatur nicht an guten Lehr- 
büchern der analytischen Geometrie, auch nicht an sol- 
chen zur Einführung in die Elemente der Wißenschaft. 
ich habe trotzdem diese Arbeit nicht für überflüßig 
gehalten, weil ich meinen Zuhörern ein Buch darbieten 
wollte, das sich eng an den Vortrag anschließt und 
ihnen dadurch von der zeitraubenden Arbeit des Heft- 
schreibens den entbehrlichen Teil erspart. 

Was die Darstellung angeht, so könnte es auffällig 
erscheinen, daß ich einem Buche, welches im Inhalte mit 
meinen Vorträgen übereinstimmt, nicht auch die Form 
des Vortrags gegeben habe. Dies ist aber mit Vorbedacht 
geschehen. Es würde von zweifelhaftem Werte sein, 
wenn bei dem Vortrage die innere Gliederung sich nach 
außen hervordrängte. Das auszuarbeitende Heft da- 
gegen soll schon des raschen Überblickes wegen diese 
Gliederung auch äußerlich zeigen, und bei der Aus- 
arbeitung soll das Buch dem Studirenden zu Hülfe 
kommen. Es soll aber keineswegs die Ausarbeitung 
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ganz tiberflüßig machen. Darum habe ich eine mög- 
lichst knappe Form der Darstellung gewählt. Be- 
weise und Rechnungen sind häufig nur angedeutet. 
Ihre Durchführung ist von der Arbeit' des Heft- 
selireibens der nicht entbehrliche Teil. 

Kerstlingerode, den 20. August 1871. 


K. Hattendorff. 
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Erster Absehnitt. 

Der P 11 n k t, 


1. Coordinaten- Systeme. 

§• 1 . 

Die analytische Geometrie setzt in der Ebene einen festen 
Punkt o und eine von ihm aus- 
Plg 1_ _ gehende, einseitig ins Unendliche 

r laufende gerade Linie oa: (Fig. 1) 
als gegeben voraus. Der feste Punkt heißt der Pol, die ge- 
rade Linie die Axe. 

§• 2. 

Ein Punkt in der Ebene wird festgelegt, indem man 
nach Größe und Richtung den W e g ermittelt und angibt, 
welcher vom Pol aus nach dem Punkte hinführt. 

Diese Angabe kann in verschiedener Weise gemacht werden. 
Sie muß aber eindeutig sein, wenn der festzulegende Punkt 
nur eine bestimmte Stelle in der Ebene einnehmen soll. 


Fig. 2. . 


§• 3. 

Aufgabe. Einen gegebenen Punkt P der Ebene in Be- 
ziehung auf Pol und Axe fest- 
zulegen. 

Auflösung 1. Man ver- 
binde den Punkt P (Fig. 2) 
mit dem Pol durch eine gerade 
Linie oP. Der Punkt P ist 
dann festgelegt, wenn man die 
Länge dieser Verbindungslinie 
kennt und nach Größe und 
Richtung den Winkel, welchen sie mit der Axe ox einschließt. 

1 * , 
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Abschnitt I. Der Punkt. 


Auflösung 2. Man lege durch den Pol eine zweite 
Axe oy , die einseitig ins Unendliche verläuft (Fig. 3) und mit 
ox einen Winkel <u einschließt, größer 
Fiß - 3 - als 0° und kleiner als 180°. Alsdann 

Vj ziehe man durch den Punkt P zu 

jeder der beiden Axen eine Parallele, 
PQ || oy, PR\\ox. Diese bilden mit 
den Axen (oder deren Rückverlänge- 
rungen) ein Parallelogramm, für wel- 
ches der Pol und der Punkt P zwei 
x diagonal gegenüberliegende Eckpunkte 
sind. Der Punkt P ist festgelegt, wenn 
man die Länge der vom Pol ausgehenden Seiten dieses Par- 
allelogramms kennt und von jeder dieser beiden Seiten weiß, 
ob sie auf der betreffenden Axe oder auf der Rückverlänge- 
rung liegt. 

Anmerkung. Andere Auflösungen sind nicht ausgeschloßen. Die 
Betrachtung soll aber vorläufig auf diese beiden beschränkt werden. 
(Vgl. §. 6.) Central- Projection. Parallel- Projection. 

§• 4. 

Polar - Coordinaten. Die Festlegung des Punktes P 
nach der ersten Methode des vorigen Paragraphen wird die 
Festlegung durch Polar-Coordinaten genannt. Die voni 
Pol aus nach dem Punkte P gezogene gerade Verbindungs- 
linie heißt der Radius vector. Seine Länge wird durch 
eine absolute Zahl ausgedrückt (ganze, gebrochene, irratio- 
nale Zahl). Der Winkel gibt nach Größe und Richtung die' 
Drehung an, durch welche ein um den Pol o drehbarer Schenkel 
aus der Lage der Axe ox in die 'Lage des Radius vector ge- 
bracht wird. Die Größe der Drehung w'ird gemeßen durch 
den in Längenmaß ausgedrückten Bogen, der um den Pol 
als Mittelpunkt mit der Längeneinheit als Radius zwischen 
den Schenkeln des" Winkels beschrieben ist. Die beiden ent- 
gegengesetzten Drehungsrichtungen, in welchen der bewegliche 
Schenkel aus der Lage ox herausbewegt werden kann, werden 
als positiver und negativer Sinn der Drehung unterschieden. 
Welcher Sinn der Drehung positiv, welcher negativ zu nennen 
sei, hängt von Verabredung ab. Hier soll eine Drehung po- 
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sitiv genannt werden, wenn man — den meßenden Kreis- 
bogen von Anfang bis zu Ende durchlaufend — den Pol zur 
Linken hat. Der Anfang des meßenden Kreisbogens liegt auf 
der Axe ox. 

ln Fig. 4 hat ein bewegliche* Schenkel bei positiver 
Drehung aus der Richtung ox in die Richtung oP den spitzen 

Winkel xoP = <p durchlaufen, bei 
negativer Drehung aus der Rich- 
tung o x in die Richtung oP da- 
gegen den überstumpfen Winkel 
xoP, welcher <p zu 2- ergänzt. 

Zu einem gegebenen Punkte P 
gehört ein einziger Wert des Ra- 
dius veetor. Den Winkel kann 
man um beliebige ganze Vielfache 
von 2 7t vermehren oder vermindern. 

Ein Punkt P wird hiernach durch seine Pola'r-Coordinaten 
festgelegt, indem man ermittelt, wie lang sein Radius veetor r 
und wie groß (nach Zahlwert und Vorzeichen) sein Winkel 
cp ist. 

Übungsaufgaben: Man wähle einen Punkt P beliebig 
in der Ebene, auf der Axe o x, auf ihrer Rückverlängerung 
und bestimme mit Hülfe von Maßstab und Transportour seine 
Polar-Coordinaten. — Welche Coordinaten hat der Pol o? 

Anmerkung. Oie Bedeutung negativer Radii vectorcn bleibt 
späterer Untersuchung Vorbehalten (§. 23). 

§■ 5. 

Parallel- Coordinaten. Die Festlegung des Punktes 
P nach der zweiten Methode des §. 3 wird die Festlegung 
durch geradlinige Parallel-Coordinaten genannt Über 
die Lage der Axen ox und oy soll hier noch die Bestimmung 
getroffen werden, daß ein beweglicher Schenkel aus der Rich- 
tung von ox durch eine positive Drehung in die Richtung 
oy übergehe. Die Größe dieser Drehung soll, wie -schon be- 
merkt, mehr als 0 und weniger als w betragen. Der Winkel 
x oy — u> (Fig. 3) heißt der Coordinaten winkel, der 
Pol o heißt hier der Anfangspunkt der Coordinaten. 
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Strecken, die auf den Axen o x, oy liegen, sollen positive 
Strecken genannt werden. Negative Strecken sind demnach 
solche, die auf den Rückverlängerungen der Axen liegen. 

Die Seiten oQ , oE des Parallelogramms, welche auf den 
Axen (oder deren Rückverlängerungen) liegen, sind die (Par- 
allel-)Coordinaten des Punktes P. Die Seite oQ hat den 
besondern Namen Abscisse, die Seite oli den besondern 
Namen Ordinate. Die Coordinaten werden durch algebrai- 
sche (positive oder negative) Zahlen ausgedrückt (ganze, ge- 
brochene, irrationale Zahlen). 

Das Coordinaten -System heißt rechtwinklig, wenn der 

TT . . . * 

Coordinaten -Winkel, <o = — ist, in jedem andern Falle wird 
es schiefwinklig genannt. 

Die Axen oa:, oy heißen die positiven Axen, ihre Rück- 
verlängerungen die negativen Axen. 

Ein Punkt P wird hiernach durch seine Parallel -Coor- 
dinaten festgelegt, indem man ermittelt, wie groß (nach Zahl- 
wert und Vorzeichen) seine Abscisse x und seine Ordinate y ist. 

Rückverlängerungen zerlegen 
Bereiche. Diese Bereiche 
sind Winkelflächen, von de- 
nen die erste (Fig. 5) die 
Axen selbst, die dritte die 
beiden Rückverlängerungen 
zu Schenkeln hat. Die Win- 
kelfläche des zweiten Be- 
reiches wird begrenzt von 
der Axe oy und der Rück- 
verlängerung von ox, die 
Winkelfläche des vierten’ Be- 
reiches von der Axe oa; und 
der Rückverlängerung von oy. 


Die Axen ox, oy und ihre 
die vollständige Ebene in vier 

Fig. 5. 



Übungsaufgaben: Welche Vorzeichen haben die Coor- 
dinaten eines Punktes im ersten, zweiten, dritten, vierten Be- 
reich der Ebene? — Man wähle beliebig einen Punkt auf der 
Axe ox, auf ihrer Rückverlängerung, auf der Axe oy, auf 
ihrer Rückverlängerung, und bestimme in jedem dieser vier 
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Fälle mit Hülfe eines gegebenen Maßstabes seine Coordinaten. 
— Welche Coordinaten hat der Anfangspunkt o V 

§• 6 . 

Polar-Coordinaten (§.4) und Parallel-Coordinaten (§. 5) 
können unter einen gemeinsamen Gesichtspunkt gebracht werden. 

Man lege (Fig. 6 ) um den 
Pol o als Mittelpunkt eine 
Schaar concentrischer Krei- 
se, deren Radien eine Reihe 
von fahlen mit beliebig 
kleiner Differenz bilden. 
Man lege ferner von o aus 
eine Schaar von geradlini- 
gen Strahlen , von denen 
je zwei benachbarte einen 
beliebig kleinen Winkel mit 
einander einschließen. Da • 
die Differenz der Radien so- 
wohl, als auch der Winkel, 
welche die Strahlen mit ox einschließen, willkürlich ist, so 
läßt es sich immer so einrichten, daß ein beliebig gegebener 
Punkt P auf einer Kreisperipherie und auf einem Strahle 
sich befindet. Seine Festlegung durch Polar-Coordinaten be- 
steht also in der Angabe, auf welchem Kreise (r — c) und 
auf welchem Strahle (9 — wir) er liegt. Die constante Zahl c 
kann jeden Wert von 0 bis 00 , die constante Zahl a jeden 
Wert von 0 bis -{- 1 und von 0 bis — 1 haben. 

Welche Bedeutung hat es, wenn man r = c , 9 stetig 
wachsend von — n bis -J-n nimmt? Was ergibt sich, wenn 
man 9 = «tt, r stetig wachsend von 0 bis 00 nimmt? Fn 
welchem Sinne kann man Polar-Coordinaten ein rechtwinkliges 
System nennen? 

Man nehme zweitens (Fig. 7) auf der Axe ox und ihrer 
Rückverlängerung, auf der Axe o y und ihrer Rückverlängerung 
beliebig viele Punkte in beliebig kleinen Abständen von ein- 
ander und ziehe durch jeden Punkt je einer Axe eine gerado 
Linie parallel zu der andern Axe. Da man die Teilpunkte 


Fig. 6. 
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beliebig nahe wählen kann, so läßt es sich immer so ein- 
richten, daß ein beliebig gegebener Punkt P auf einer Par- 
allelen zu oy und auf 
einer Parallelen zu ox 
sich befindet. Seine 
Festlegung durch Par- 
allel- Coordinaten be- 
steht also in der An- 
gabe , auf welcher 
Linie der ersten Schaar 
(x = a) und auf wel- 
cher Linie der zweiten 
Schaar (y — b ) er liegt. 
Jede der beiden Zahlen 
a und b kann einen 
beliebigen Wert von 
— oo bis — oo haben. 

Was bedeutet es, wenn man x — a,y stetig wachsend 
von — oo bis -(-oo nimmt? Was erhält man, wenn man 
y = b, x stetig wachsend von — oo bis -(- oo nimmt? 

Hiernach ist es leicht, das Gemeinsame beider Methoden 
zu erkennen. In beiden Fällen legt man in der Ebene zwei 
Schaaren von Linien. Benachbarte Linien derselben Schaar 
haben beliebig kleinen Abstand. Der festzulegende Punkt ist 
der Durchschnitt einer Linie der ersten Schaar und einer 
Linie der zweiten Schaar. 

§• 7. 

Aufgabe. Einen Punkt in der Ebene aufzusuchen, wenn 
seine Polar -Coordinaten (r = c, ip = ait) in Beziehung auf 
einen gegebenen Pol und eine gegebene Axe bekannt sind. 

§• 8 - 

Aufgabe. Einen Punkt in der Ebene aufzusuchen, wenn 
seine Parallel - Coordinaten (x = a , y = b) in Beziehung auf 
ein gegebenes Axensystem mit gegebenem Coordinatenwinkel u> 
bekannt sind. 

§. 9. 

Die Lösung der beiden vorhergehenden Aufgaben kann 
dazu dienen, die in §. 2 aufgestellte Definition zu beleuchten. 


Fig. 7. 
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Man schlage bei der Aufsuchung des Punktes vom Punkte o 
aus alle die Wege ein, welche das Coordinatensystem zuläßt. 

§• 10 . 

In den §§. 7 und 8 sind für den gesuchten Punkt die 
Coordinaten direct gegeben durch zwei Gleichungen. Man 
gebe jetzt allgemeiner: 

für die Aufgabe §.7: 

A\ r -f- -®i ? = C t , 

Ai r + B 2 <p = C 2 ; 
für die Aufgabe §. 8: 

A i x "j - B i y — Cp 

A 2 x B 2 y — C 2 . 

Sind die beiden Gleichungen, in welchen die Coordinaten 
des gesuchten Punktes als Unbekannte auftreten, oder ist eine 
von diesen Gleichungen von höherem Grade, so erhält man 
nicht einen Punkt, sondern so viele, als die beiden Gleichungen 
reelle Wurzelpaare besitzen. 

2. Transformation der Coordinaten. 

§. 11 . 

Wenn man bei einer begrenzten Linie den Anfangspunkt 
und den Endpunkt unterscheidet, so nennt man sie einen 
Zug. D. h. man faßt die Linie auf als einen Zug von ihrem 
Anfangspunkte nach ihrem Endpunkte. 

Man unterscheidet 

den geradlinigen Zug, 
den gebrochenen Zug, 
den krummlinigen Zug. 

Der gebrochene Zug ist aus geradlinigen Zügen zusammen- 
gesetzt. In den Scheitelpunkten der Winkel des gebrochenen 
Zuges fallt der Endpunkt eines Bestandteils mit dem Anfangs- 
punkte des folgenden Bestandteils zusammen. 

Jedes Polygon kann als ein geschloßener gebrochener Zug 
angesehen werden, d. h. als ein Zug, bei welchem der End- 
punkt des letzten Bestandteils mit dem Anfangspunkte des 
ersten Bestandteils zusammenlallt. 
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Jeder geradlinige Zug geht in den entgegengesetzten 
Zug über, wenn man Anfangs- und Endpunkt vertauscht. 

Jeder offene Zug wird geschloßen durch eine gerade 
Linie vom Endpunkte zum Anfangspunkte (die Schließuugs- 
linie). 

Die gerade Verbindungslinie vom Anfangs- zum Endpunkte 
eines offenen Zuges ist der Schließungslinie entgegengesetzt. 

§• 12 . 

Unter der rechtwinkligen Projection eines Punktes auf 
einer (unbegrenzten) geraden Linie versteht man den Fußpunkt 
des Perpendikels, welches von dem Punkte auf die gerade Linie 
gefällt ist Die gerade Linie, auf welche das Perpendikel 
herabgelaßen ist, heißt die Projection saxe. Man unterscheidet 
in ihr eine positive und eine negative Richtung. 

Die Projection eines geradlinigen Zuges ist die 
Strecke auf der Projectionsaxe von der Projection seines An- 
fangspunktes bis zu der Projection seines Endpunktes. 

Man erhält nach Zahlwert und Vorzeichen die Projection 
eines geradlinigen Zuges, indem man seine Länge mit dem 
Cosinus des Winkels multiplicirt, welchen die Richtung des 
Zuges mit der positiven Richtung der Projectionsaxe einschließt. 

Die Projection eines gebrochenen Zuges ist die 
Strecke auf der Projectionsaxe von der Projection seines An- 
fangspunktes bis zu der Projection seines Endpunktes. 

Die Projection eines gebrochenen Zuges ist die algebraische 
Summe der Projectionen seiner geradlinigen Bestandteile. 

Die Projection eines geschloßenen Zuges ist 
gleich Null. 

Die Projection eines offenes Zuges ist gleich der 
Projection der directen Verbindungslinie von An- 
fangs- und Endpunkt. 

§• 13 . 

Übergang von Parallel- zu Polar- Coordinaten 
und umgekehrt. Der Pol eines Polar - Coordinatensystems 
(Fig. 8) falle zusammen mit dem Anfangspunkte eines Par- 
allelsystems, die Axe des Polarsystems mit der positiven Ab- 
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scissenaxe. Man sucht den /usammenhanir zwischen den Par 


allel- und Polar-Coordinaten 
Fig. 8. 



hält man nach dem letzten 


r cos cp 
r sin cp 

Hieraus 


eines beliebigen Punktes P. 

Um diese Aufgabe zu lösen, 
projicire man einerseits den 
aus x und y zusammenge- 
setzten gebrochenen Zug, an- 
dererseits den Radius vector r 
einmal auf die Axe ox, das 
andere mal auf eine Projec- 
tionsaxe, die gegen ox recht- 
winklig gelegt ist. Dann er- 
Satze des vorigen Paragraphen: 

x-\-y cos cu, 
y sin co. 


r= J/ x 2 -(- y‘ l -f- 2xy cos «o, 


( 1 ) 


cos cp = 



x -\- y cos o> 

V* 1 + y 2 + 2x# COS <0 
y sin co 

j/x 2 -(- y 2 -J- 2xy cos co 


Und umgekehrt 


( 2 ) 


x 




r sin (co — 
sin <o 
r sin cp 
sin co 


?). 


Wie' vereinfachen sich die Formeln, wenn das Parallel- 
Coordinatensystem rechtwinklig ist? 


§• 14. 

Üb ergang von einem Parallel-Coordinatensystem 
zum andern. 

I. Parallele Verschiebung der Axen. Es seien zwei 
Systeme von Parallel - Coordinaten gegeben (ox, o y) und 
(oj £, Oj rj) mit paarweise parallel laufenden Axen: o, $ j| ox, 
°i 7 ill 0 ^ (Fig. 9). . Man sucht den Zusammenhang zwischen 
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Fig. 9. 



den Coordinaten eines 
Punktes P im einen 
und im andern System. 

Hat der Punkt o t 
in dem'Systeme (x, y) 
die Coordinaten x=a, 
y ~b, so findet sich 


.( 1 ) 


j t =x — a, 

I r i = y — b - 


II. Drehung der Axen. Die beiden Systeme sollen 
denselben Anfangspunkt haben. Es seien (Fig. 10) a und ß 

die Winkel, welche die Rich- 
tungen der positiven Axen o \ 
und resp. or t mit dor Richtung 
der positiven Axe ox ein- 
schließen. 

Man projicire einerseits den 
aus (a:, y), andererseits den 
aus (£, Tj) zusammengesetzten 
gebrochenen Zug einmal auf 
die Axe ox, das andere mal 
auf eine Axe, die rechtwinklig gegen ox gelegt ist. Beide 
Züge führen von o nach P. Ihre Projectionen auf derselben 
Axe müßen also einander gleich sein. D. h. 

x -\- y cos <u = £ cos a -f- r t cos ß, 
y sin tu = £ sin a -f- r ( sin ß. 

Hieraus 


Fig. 10. 



( 2 ) 


5 sin (m — a) -f- Tj sin (tu — ß) 

•C ; — i 

sin cü 

£ sin a -f- t; sin ß 
sin tu 


Und umgekehrt: 



x sin ß -j- y sin (ß — tu) 
sin (ß — a) 

x sin a -(- y sin (a — tu) 
sin (a — ß) 
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III. Verschiebung des Anfangspunktes und 
Drehung der Axen. Man wende nach einander die Trans- 
formationen I. und II. an. 


3. Zwei und mehrere Punkte. 

r . 

§• 15 - 

Aufgabe. Aus den Polar - Coordinaten zweier Punkte 
(fji cp,) und (r 2 , cp 2 ) die Länge d ihrer Verbindungslinie zu 
bestimmen. 

d = ]A-* -f-r2 — 2r,r 2 cos (<p 2 — cp,). 


§• 16. 

Aufgabe. Aus den Parallel-Coordinaten zweier Punkte 
(*,, y { ) und (as 2 , y 2 ) die Länge d ihrer Verbindungslinie zu 
bestimmen. 

d = Y\x % — x , y -f (y 2 — y ,) 2 + 2 (*2 — *i ) (y 2 — y t ) cos <o. 
Speciell für rechtwinklige Coordinaten: 

d = 1/'C^2 — ^j) 2 + (2^2 — 2/i) 2 - 


§. 17. 

Aufgabe. Aus den Parallel-Coordinaten zweier Punkte 
(#,, y x ) und (x 2 , y 2 ) den Winkel (<p 2 — cp,) zu bestimmen, 
den ihre Radii vectoreu einschließen. 

Man setze die beiden Ausdrücke,’ welche in den §§ 15 
und 16 für d gefunden sind, einander gleich und reducire 
auf cos (cp 2 — cp,). Oder man bestimme cos (<p 2 — cp,) durch 
Anwendung der Formeln (1) des §. 13. 

cos (cp 2 - cp,) C09 tu , 


r \ — 1/a^ y\ 2*, y, cosco, 
r 2 = Yx\ -}- y\ -f- 2 x 2 y 2 cos w. 
Speciell für rechtwinklige Coordinaten: 

*1*2 


cos (cp 2 — cp,) 


Vtf+yD-Vfä TUT) 
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§• 18. 


Aufgabe. Die Coordinaten (x, y) eines Punktes zu be- 
stimmen, welcher die Verbindungslinie zweier gegebenen Punkte 

in dem Verhältnisse m : n 


Fig. 11. 



teilt (Fig. 11). 


-f- nXj 


m -j- n 

+ n Vt 

J m -f- m 

Wie ist die Fig. 11 ab- 
zuändern, wenn das Ver- 
hältnis in : n negativ ist? 


Aufgabe. Den Flächeninhalt A eines Dreiecke zu finden, 


Fig. 12. 



von welchem ein Eckpunkt 
im Anfangspunkte der Coor- 
dinaten , die beiden andern 
in den gegebenen Punkten 
(«i, 2/t) und ( x 2 , y 2 ) liegen 
(Fig. 12). 

Auflösung 1. Es ergibt 
sich aus der Figur: 


A _ — ^-{(arj — a ; 2 )(y, + y 7 ) + *2 Vi ~ . 

Hieraus kürzer 

(1) A = i sin w |x', t/ 2 — aj 2 t/,|. 

Man bemerke, daß A positiv ist, wenn die Seite (02) zur 
Seite (01) ebenso liegt, wie die positive y Axe zur positiven 
x Axe , daß dagegen A negativ ist, wenn die Seite (0 2) zur 
Seite (01) ebenso liegt, wie die negative y Axe zur positiven 
*Axe. Oder anders ausgedrückt: A ist positiv oder negativ, 
je nachdem der Umlauf 0120 ein Umlauf im positiven oder 
im negativen Sinne ist. Bei einem positiven Umlauf hat man 
die umlaufene Fläche zur Linken. Diese Beachtung des Vor- 
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Zeichens von A ist wichtig für den Fall, daß man die Fläche 
. eines Polygons als die algebraische Summe von Dreiecksflächen 
auffaßt. 

Auflösung 2. Geht man von Polar- Coordinaten aus, 
so ist 1 

A = 2 sill (?2 — ?i)- 

Man entwickele sin (r? 2 — cp,) und führe nach § 13 (1) Par- 
allel -Coordinaten ein. Man beachte, daß die Vorzeichen -Be- 
stimmung hier einfach davon abhängt, ob <p 2 — <p, positiv 
oder negativ ist. 

Wie kürzt sich die Untersuchung ab für rechtwinklige 
Coordinaten? 

§■ 20 . 

Aufgabe. Den Flächeninhalt A eines Dreiecks zu finden, 
dessen Eckpunkte die Coordinaten («,, y,); (cc 2 , y 2 ); (x 3 , y 3 ) 
haben. 

Man lege durch den Punkt (x’ 3 , y 3 ) ein neues Coordi- 
natensystem parallel zu den Axen des alten Systems. Dadurch 
wird die Aufgabe auf die vorige zurückgeführt. Man erhält 
für A die drei gleichbedeutenden Ausdrücke: 

A = (ift — y»)+*i(y« — */i)-f*3(2G— Ha)}- 

A = (*2 — » 3 ) ^2 (^3 ^l) — 2/3 (^1 ^ 2 )}- 

a = — {*3(1/1— yi)—y 3 ^x— x i) + x \y 2 — ^t}- 

Der Ausdruck für A fällt positiv oder negativ aus, je 
nachdem der geschloßene Zug 12 31 ein positiver oder ein 
negativer Umlauf um das Dreieck ist. 

§• 21 . 

Aufgabe. Den Flächeninhalt II eines Polygons zu finden, 
dessen Eckpunkte die Coordinaten (sc,, ?/ , ) ; (x 2 , y 2 ); ... 
(£c n , y„) haben. 

Man lege von einem beliebigen Punkte (x 1 , y) im Innern 
des Polygons Strahlen nach den Eckpunkten und bilde die 
Summe der n Dreiecksflächen. • 
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Oder: Man ziehe von einem Eckpunkte (x n , y„) aus Dia- 
gonalen und bilde die Summe der n — 2 Dreiecksflächen. 

Man erhält 

H = {x, (y 2 —y n ) + x 2 (y 3 — y,) + ® 3 (y 4 — y 2 ) + - • •} 

oder, was auf dasselbe hinauskommt: 

II = {(/, (x n ~x 2 ) + y 2 (x i —x % )-\-y t (x 2 — x 4 )-f.. 

Der Ausdruck für II fällt positiv oder negativ aus, je 
nachdem der geschloßene Zug 1 2 3 ... «1 ein positiver oder 
ein negativer Umlauf um das Polygon ist. 
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Die Linie in der Ebene im allgemeinen. 


§. 22 . 

Die Festlegung des Punktes verlangt zwei Gleichungen 
(§. 10), in denen die beiden Coordinaten des Punktes Vor- 
kommen. Diese sind als -Unbekannte aus den Gleichungen 
zu berechnen. Hat inan nur eine Gleichung, in welcher die 
beiden Coordinaten Vorkommen, so kann man sie nicht mehr 
als unbekannte Größen betrachten, denen einzelne zu be- 
stimmende Werte zukommen. Man muß sie als unbestimmte 
Größen auffaßen, die einer unendlichen Folge von zusammen- 
gehörigen Werten fähig sind. Man kann eine der beiden Coor- 
dinaten stetig wachsend alle reellen Zahlen von — oo bis -(- oo 
durchlaufen laßen. Dabei wird die andere Coordinate im all- 
gemeinen sich ebenfalls stetig ändern, jedoch so, daß zusammen- 
gehörige Werte der beiden Coordinaten stets die gegebene 
Gleichung befriedigen. Der Punkt, dem die Coordinaten an- 
gehören, liegt also nicht an einer einzelnen bestimmten Stelle. 
Er ändert seine Lage, sobald die Coordinaten ihre Werte 
ändern. Ist diese Wertenänderung stetig, so ist auch die 
Ortsänderung des Punktes stetig. Der Punkt beschreibt 
eine Linie. 

Für Parallel -Coordinaten ist der Vorgang dieser. 
Läßt man die Abscisse x von — oo bis -f- oo alle Werte 
stetig wachsend annehmen, so durchläuft der Fußpunkt der 
Ordinate die Abscissenaxe ihrer ganzen Erstreckung nach: 
Die Ordinate wird also parallel mit sich selbst durch die 
ganze Ebene hindurchgeschoben. Dabei ändert sich von einer 
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Lage der Ordinate zur andern auch ihre Länge. Ihr End- 
punkt hat also eine doppelte Bewegung: auf der Ordinate 
und mit der Ordinate. Vermöge der gegebenen Gleichung 
ist die eine Bewegung von der andern abhängig. Der Weg, 
welchen der Endpunkt der Ordinate dabei durchläuft, ist die 
durch die Gleichung eluirakterisirte Linie. 

Läßt man bei Polar-Coordinaten den Winkel von 0 
bis 2 - stetig zunehmen , so macht der Radius vector eine 
volle Umdrehung um den Pol. Er durchläuft dabei die ganze 
Ebene. Von einer Lage zur andern wird aber auch die Länge 
des Radius vector eine andere. Sein Endpunkt hat also ‘eine 
doppelte Bewegung: auf dem Radius vector und mit dem 
Radius vector. Vermöge der gegebenen Gleichung ist die eine 
Bewegung von der andern abhängig. Der Weg, welchen der 
Endpunkt des Radius vector durchläuft, ist die durch die 
Gleichung charakterisirte Linie. Man kann die Um- 
drehung des Radius vector beliebig oft wiederholen. Der 
Winkel wächst dabei über 2 ~ hinaus bis -|- oo. Auch nega- 
tive Umdrehungen (eine Änderung des Winkels vonO bis — oo) 
sind zuläßig. 

§• 23 . 

Aufgabe. Eine Linie zu zeichnen, wenn ihre Gleichung 
gegeben ist, d. li. die Gleichung, welcher die Coordinaten eines 
in ihr beweglichen Punktes Genüge leisten sollen. 

Man löst diese Aufgabe, indem man der einen Coordinate 
beliebig viele Werte mit beliebig kleiner Differenz beilegt, und 
die zugehörigen Werte der andern Coordinate berechnet. Man 
legt dadurch eine beliebige Anzahl von Curvenpunkten fest, 
.die alsdann durch einen stetigen Zug zu verbinden sind. 

Bei der Ausführung der Aufgabe hat man folgendes zu 
beachten. 

Es kann sein, daß für jeden Wert der einen Coordinate 
zwischen — oo und + oo die andere einen bestimmten Wert 
besitzt. Dies gilt z. B. für Parallel-Coordinaten von den Linien, 
deren Gleichungen sind 

(1) y = mx-\-b, 

( 2 ) $=«-**; 
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es gilt für Polar-Coordinaten von der Curve, deren Gleichung ist 
(3) r = vn? i . 

* Es kann auch sein, daß zu jedem Werte der einen Coor- 
dinate zwischen — oo und -}- oo mehrere Werte der anderen 
gehören. So hat bei Parallel - Coordinaten die Linie, deren 
Gleichung 


(4) 


x L 


y_ 


+ 1=0 


lautet, für jedes beliebige x zwei Werte von y. 

Es kann aber auch Vorkommen, daß innerhalb des ganzen 
Wertengebietes der* einen Coordinate (von — oo bis + oo) 
man enger begrenzte Gebiete zu unterscheiden hat, nemlich 
solche, denen reelle Werte der andern Coordinate angehören, 
und solche, in denen die letztere der Gleichung entsprechend 
keine reellen Werte besitzt. So hat, bei Parallel-Coordinaten, 
die Linie 


(5) 


S + fy- 1= =° 


je zwei reelle Werte der Ordinate y für jedes x zwischen 
— a und + a. Die Ordinate ist 0 für x = + a, und es 
existiren keine reellen Werte von y für positive oder negative 
Werte von x, deren Zahl wert größer als a ist. Die Curve, 
deren Gleichung 


( 6 ) 


x i 


jr 

ft* 


1=0 


ist, hat die Ordinate y ’= 0 für x — + a. Sie hat je zwei 
reelle Ordinaten, wo die vorige Curve keine reellen Ordinaten 
besitzt, und umgekehrt. Bei Polar-Coordinaten hat die Curve 

(7) r = j/ cos 2 tp 

einen reellen Radius vector für Werte von cp , die zwischen 
+ ~ und — ^ liegen oder um ganze Vielfache von jt davon 

verschieden sind. Für alle andern Werte von cp ist ein reeller 
Radius vector nicht vorhanden. 

Für Polar- Coordinaten ist noch eins zu bemerken. Bis 
jetzt sind nur positive Itadii vectoren in Betracht gezogen. 
Sollen auch negative Radii vectoren zuläßig sein, so wird man 

2 * 
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den Gegensatz des Vorzeichens zu deuten haben. Man wird 
einen positiven Radius vector auf dem Winkelschenkel selbst, 
einen negativen auf seiner Rückverlängerung abtragen. Jln 

diesem Sinne hat die Curve (7) für jedes <p zwischen -j- ~ 
und — ^ zwei gleich lange, aber entgegengesetzt gerichtete 
Radii vectoren. 

Übungsaufgabe. Man zeichne die Linien, welche durch 
die Gleichungen (1) bis (7) charakterisirt werden. 

§• 24. 

Im vorigen Paragraphen sind Curven besprochen, welche 
nicht durchweg von x = — oo bis x — -f-oo reelle Ordinaten 
haben. Den Punkt der Abscissenaxe, welcher ein Gebiet mit 
reellen Ordinaten von einem darauf folgenden Gebiete mit 
nicht reellen Ordinaten trennt, kann man als'eine Unstetig- 
keitsstelle bezeichnen. Es müßten ja auf dem zweiten Ge- 
biete reelle Ordinaten vorhanden sein, wenn der Verlauf der 
Curve sich auf dieses Gebiet stetig fortsetzen sollte. 

Man hat aber noch andere Unstetigkeitsstellen zu 
beachten. Es kann neinlieh Vorkommen, daß die Curve auf 
zwei an einander grenzenden Gebieten einen reellen Verlauf 
hat, der Übergang an der Trennungsstelle der beiden Gebiete 
aber einen Sprung nötig macht. Dabei sind mehrere Fälle 
zu unterscheiden. 

Erstens. Die Ordinate y wird unendlich groß für x = «, 
sie bleibt dagegen endlich für Abscissen, welche um eine be- 
liebig kleine endliche Differenz größer oder kleiner sind als a. 
Man kann dabei noch unterscheiden, ob die Ordinaten vor 
und nach der Sprungstelle gleiche oder entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben. Als Beispiele nehmen wir 

(1) ?/ — tg x 2 , 

(2) y = tg x. 

Beide Curven haben Unstetigkeiten für * - - und für 

alle Werte von x, die um ganze Vielfache von 7t davon ver- 
schieden sind. Bei der Curve (1) ist die Ordinate an der 
Unstetigkeitsstelle = -}- oo und vorher und nachher positiv. 
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Bei der Curve (2) sind die Ordinaten vor der Sprungstelle 
positiv, nachher negativ, und an der Unstetigkeitsstelle findet 
ein Sprung von -(- oo auf — oo statt. Fernere Beispiele für 
beide Fälle bieten die Curven 


(3) 

, 1 «* 
!! 

(4) 

l 

y = 

X 


Die Unstetigkeit findet Statt für x — 0. 


Zweitens. Die Ordinate y springt an der Stelle x == a 
von einem endlichen Werte auf einen andern endlichen Wert 
über, der von dem ersten um eine endliche Differenz ver- 
schieden ist. Beispiel : 


(5) 


y — are tg 


x — a 


Die Curve springt an der Stelle x = a von 


ir 

2 


auf 



Drittens. Die Ordinate y springt an der Stelle x = a 
von einem endlichen Wert auf einen unendlich großen, oder 
umgekehrt. Beispiele : 

t 

(6) y = •*"“+ 1. 

— 1 

(7) y = e*~ a ± 1. 


Die Curve (6) hat die Ordinaten y — 2 für x — + oo. 
Läßt man x von — oo bis a alle Zwischenwerte durchlaufen, 
so nehmen die Ordinaten stetig von 2 bis 1 ab. Läßt man 
dagegen die Abscisse von -f oo bis a alle Zwischen werte 
durchlaufen, so wachsen die Ordinaten stetig von 2 bis -f- oo. 
An der Stelle x — a findet also ein Sprung von -j- 1 auf -j-oo 
statt. Die Curve (7) geht aus (6) hervor, indem man die 
ganze Ebene um eine zur Ordinatenaxe im Abstande x = a 
parallel gelegte Drehungsaxe umklappt. 

Ähnliche Unterscheidungen sind bei Polar-Coordinaten zu 
. machen. Sie sollen hier nicht durchgeführt werden. 

Übungsaufgabe. Man zeichne die Curven (1) bis (7). 
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§• 25 . 

Aufgabe. Der bewegliche Punkt soll eine gegebene Linie 
durchlaufen. Man sucht die Gleichung, welche den Zusammen- 
hang seiner Coordinaten ausdrückt. 

Für die gerade Linie und den Kreis wird die Aufgabe in 
den nächsten beiden Abschnitten gelöst. 

Ist die Linie graphisch gegeben, so wird man für eine 
Anzahl Curvenpunkte die Coordinaten durch Meßung be- 
stimmen. Man erhält dadurch eine Tabelle von der Form: 


Abscisse 

Ordinate 

*1 

Vi 


Vi 


y, a 


Es kann sein, daß sich darin ein in die Augen springendes 
Gesetz ausspricht. Ist dieses nicht der Fall, so setze man 

(x x 2 ) (x .... (x x m ) 

(x x ajj) (ajj *^3) • • • • (^'j &’m) 

1 (x x | ) (a: .... ( x 

(®2 x x ) Xg ) .... (x.g as m ) 

4 - .... 

I {x x j ) (x ■ Xg) .... ( x - x m — 1) ^ 

\x m (x m X^) .... (Xm X m — 1) ^ 

Diese Curve fällt in den Punkten, deren Coordinaten ge- 
nießen sind, mit der gegebenen zusammen. Sie schmiegt sich 
ihr um so mehr an, je größer m genommen ist. Übrigens 
setzt dies Verfahren voraus, daß die gegebene Linie von x — x x 
bis x — Xm stetig und endlich verlaufe. Hat die gegebene 
Linie Unstetigkeiten, so wird man für jeden stetig und end- 
lich verlaufenden Teil eine besondere Gleichung ableiten. (La- 
g r a n g e ’ s Interpolationsformel.) 
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’§. 26. 

Aufgabe. Das Gesetz, nach welchem sich der Punkt 
bewegen soll, ist in Worten ausgedrückt. Man sucht die 
Gleichung der durchlaufenen Linie. 

Für die Lösung dieser Aufgabe läßt sich eine allgemeine 
Anweisung nicht geben. Es ist Sache der Übung, tlas in 
Worten ausgedrückte Bewegungsgesetz in die Sprache der 
Analysis zu übertragen. Je nach der Verschiedenheit des 
Bewegungsgesetzes werden wir eine Reihe von Curven erhalten, 
auch solche, die in der elementaren Planimetrie nicht unter- 
sucht zu werden pflegen. 

§• 27 . 

Die Aufgabe der analytischen Geometrie besteht bei der 
Untersuchung ebener Curven darin, ihre Gleichungen aufzu- 
stellen und die Eigenschaften der Curve durch Discussion 
■ ihrer Gleichung zu erforschen: 



. ! 

.i 
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§■ 28. 

Aufgabe. Die. Gleichung einer geraden Linie zu finden, 
die durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht und mit 
der Richtung der positiven Abscissenaxe einen gegebenen 
Winkel ^ einschließt (Fig. 13). 

Auflösung 1. Wenn x 
und y die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes der gera- 
den Linie sind, so erhält man 
aus defn Siuussatze der ebenen 
Trigonometrie: 

y sin t{, 

x sin (tu — t{<)" 

Folglich ist 


Fig. 13. 



(1) y = mx 

die gesuchte Gleichung der geraden Linie. 

sin - . 
v ' sin (tu — t{i) 

wenn der Coordinatenwinkel tu ist. Speciell für rechtwinklige 
Coordinaten 


(3) m = tg 

Auflösung 2. Nimmt man ox als Axe und o als Pol 
eines Polar- Coordinatengystems, so ist die Gleichung der ge- 
raden Lipie in Polar- Coordinaten 


? = '{'■ 


Digitized by Google 



Die gerade Linie. 


25 


Folglich geben die Gleichungen (2) des §. 13 durch Division 

x sin (<o — i}<) 
y sin 


§• 29. 

Aufgabe. Die Gleichung einer geraden Linie zu finden, 
die auf der Ordinatenaxe die Strecke b abschneidet und mit 

der Richtung der positiven Ab- 
scissenaxe den Winkel <J* ein- 
schließt (Fig. 14). 

Auflösung. 
y — b sin 

x sin (u> — <{;) 

Also 

(1) y = mx -\- b. 

§. 30. 

Aufgabe. Die Gleichung einer geraden Linie zu finden, 
die durch einen gegebenen Punkt (x,, y,) geht und mit der 
Richtung der positiven Abscissenaxe den Winkel <]< einschließt. 

Auflösung. . y = v*x-\-b 
y, =mx x 

Folglich , (1) y — y,=wi(x — as t ). 

§• 31. 

Aufgabe. Die Gleichung einer geraden Linie zu finden, 
die durch zwei gegebene Punkte (x,, y ,) und (x 2 , y 2 ) geht. 

Auflösung 1. y — y, — m (x — x,) 

2/2 — Vi ~ m (»i — a i) 

Hieraus (1) L=1l = • 

y 2 y i »2 — *1 

* - 

oder, etwas umgeformt 

» 

( 2 ) y 2/1 — — £*(« — *i> 


Fig. 14. 
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Welche geometrische Bedeutung hat der Quotient 

V i —3/i 
x 2 — as, 

und welcher Satz spricht sich in der Proportion (1) aus? 

Auflösung 2. Man betrachte die gegebenen Punkte 
(a-,, y t ), (x 2 , y 2 ) und den beweglichen Punkt (x, y) als die 
Eckpunkte eines Dreiecks und drücke den Inhalt dieses Drei- 
ecks nach §. 20 aus. Soll nun der Punkt (x, y) in die gerade 
Verbindungslinie der beiden andern Punkte fallen, so ist der 
Inhalt des Dreiecks — 0. Also 
(3) se{y l —y 2 )~y(x l —x 2 )-\-x i y 2 ~x 2 y ] —0. 

Die Gleichung (3) läßt sich leicht in die Form (1) oder 
(2) bringen. 

Auflösung 3. Wenn der Punkt (x, y) auf der Verbin- 
dungslinie der Punkte (a^, y { ) und (x 2 , y 2 ) liegen und diese 
Linie in dem Verhältnisse m:n teilen soll, so hat man nach §.18 
x = mx 2 + nx x _ my 2 -\-ny i 

m -f- n ' " tu -j— n 

Da nun der Punkt ( [x , y) in der Linie beweglich sein soll, so 
kann das Verhältnis m : n jeden Wert von — oo bis oo 
annehmen, und man erhält die gesuchte Gleichung der geraden 
Linie, indem man ,aus den beiden vorigen Gleichungen das 
Verhältnis m : n eliminirt. 

§• 32. 

Aufgabe. Die Gleichung einer geraden Linie zu finden, 
die auf den Coordinateuaxen a und b abschneidet (Fig. 15). 

Man setze in der vorigen Auf- 
Fi 8- 15- gäbe x t = a, y t = o, 

*2 = o, y 2 = b. 

Dann erhält man 

b ( ^ 

V — ~ZTa (* ~ a ) 
oder, etwas umgeformt : • 

a und b sind algebraische Zahlen. 
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Übungsbeispiel. Man setze der Reihe nach a = -|- 3, 
6 = — |— 2 ; a — — 3, b — -f-2; a — 3, b = — 2; a — -|-3, 
b — — 2 und zeichne für jeden dieser vier Fälle die gerade 
Linie. 


§. 33. 

Aufgabe. Die Gleichung einer geraden Linie zu finden, 
wenn die Länge und Richtung des vom Anfangspunkte auf sie 
gefällten Perpendikels gegeben ist (Fig. 16). 

Vorbemerkung. Das 
vom Anfangspunkte auf die 
Linie gefällte Perpendikel 
ist ein Zug von der Länge p. 
Man kann seine Richtung 
dadurch eindeutig festlegen, 
daß man nach Zahlwert 
und Vorzeichen den Win- 
kel a gibt, welchen diese 
Richtung mit der positiven 
* Axe einschließt. Gibt 
man dazu noch nach Zahlwert und Vorzeichen den Winkel ß, 
welchen jene Richtung mit der- positiven y Axe einschließt, so 
sieht man leicht, daß a und ß nicht von einander unabhängig 
sind. Denn durch jeden einzelnen dieser beiden Winkel ist . 
die Richtung p schon eindeutig bestimmt. Die Bedingungs- 
gleichung, welcher a und ß genügen, ist 
<x — ß = u> — {— A: . 52 Tv , 
wobei k eine ganze Zahl bedeutet. 

Man überzeuge sich von der Richtigkeit dieser Gleichung, 
indem man den Zug p der Reihe nach in die vier verschie- 
denen Bereiche der Ebene legt und die Vorzeichen der Winkel 
a und ß beachtet. 

Auflösung 1. Es ist a = — - — , 

cos a 


Fig. 16. 



cos ß 

Setzt man dies in die Gleichung (1) des vorigen Para- 
graphen ein und multiplicirt mit p, so ergibt sich 
(1) x cos a -f- y cos ß — p == 0. 


Digitized by Google 



28 


Abschnitt III. 


Auflösung 2. Man wähle auf der geraden Linie einen 
beliebigen Punkt (x, y) und projicire den aus x und y zu- 
sammengesetzten gebrochenen Zug auf die Richtung von p. 
Die Projection ist = x cos a -j -y cos ß. Die Projection der 
directen Verbindungslinie von Anfangs- und Endpunkt des 
Zuges ist p. Daraus geht ohne weiteres die Gleichung (1) 
hervor. 

Man beachte, daß in (1) das von x und y freie Glied 
negativ ist. 

Ubungsbeispiel. Man zeichne die vier Linien, deren 
Gleichungen sind : x cos a -(- y cos ß — p = 0 , 

— x cos a -j- y cos ß — ■ p = 0, — x cos a — y cos ß — p = 0, 
* cos a — y cos ß — p — 0. In welchem Bereiche der Ebene 
liegt jedes der Perpendikel, wenn cos a und cos ß an sich 
positiv sind? 

§■34. 

Die Gleichung (1) des §. 33 heißt die Gleichung der ge- 
raden Linie in der Normalform. Für rechtwinklige Coor- 
dinäten geht sie über , in 

x cos a -j- y sin a — p = 0. 


§■ 35. 

Aufgabe. Was für eine Linie wird durch die Gleichung 
Ax B y -\- C = 0 ausgedrückt? 

Wir unterscheiden die Fälle C — 0 und C ^ 0. 

Erstens. C'=0. 

^t>0, ü>0: y = -*- X . §.28. (1) 

A — 0 , B 0: y — 0. Abscissenaxe. 

A ^ 0 , B 0 : x — 0. Ordinatenaxe. 

.4 = 0, B = 0. Dann sind x und y an gar keine Bedin- 
gung geknüpft. 

Zweitens. C ^ 0. 


^> 0 , 


B^ 0 : 


~C:A 


+ 


y 

C : 


1=0. §.32. (1) 
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,4 = 0, ß>0: 


B ’ 


Parallele zur a-Axe. 


>• 

< 


0, B — 0: 


x — — Parallele zur y Axe. 


A = 0 , B—0 : Dann werden in §. 32 (1) die Abschnitte 

C C 

a — t- , b = =r beide oo. Die gerade Linie 

A ’ B ° 

liegt also ihrer ganzen Erstreckung nach in unend- 

licher Entfernung. 

Die Gleichung 

Ax+By-\- C=0, 


in welcher nicht alle drei Coefficienten A. B, C gleichzeitig 
= 0 sind, heißt die Gleichung der geraden Linie in der all- 
gemeinen Form. Wir stellen hier die verschiedenen Formen 
noch einmal zusammen. 


(1) 

y = m x -f- b, 

(2) 

y—Vi =m(x — x l ), 

(3) 


(4) 

— + |--1= 0 , 
a 1 b 

(5) 

x cos a -\- y cos ß — p — 

(6) 

A x-\- By-\-C=0. 


§• 36. 

Aufgabe. Die Gleichung der geraden Linie aus der all- 
gemeinen Form auf die Normalform zu bringen. 

Man multiplicire die Gleichung (6), §. 35, mit einem un- 
bestimmten Factor li. Dann muß EA = cos a, EB = cos (3, 
a — ß = to-j-2ÄTt und E C negativ sein. Statt der dritten 
Bedingungsgleichuug kann man schreiben 

cos o> 2 = (cos a cos ß -(- sin a sin ß) 2 . 

Man löse rechts die Klammer und drücke die Quadrate der 
Sinus durch die Cosinus aus. Es findet sich 

1 — cos tu 2 = cos a 2 -(- cos ß 2 — 2 cos a cos ß cos (a — ß). 
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Hieraus nach den ersten beiden Bedingungsgleichungen 


( 1 ) 


R = 


sin tu 


±1/1 2 ± B '- — 2 A B cos «» 


Das Vorzeichen der Wurzel bestimmt sich aus der vierten 
Bedingung. Für rechtwinklige Coordinaten hat man einfacher 


( 2 ) 


R = 


- 1 

± ]/l2 ±- J5 2 ' 


§• 37 . 

Aufgabe. Die Gleichungen (1) bis (4) des §.35 auf die 
Normalform zu bringen. 

Man bringe die Gleichungen auf die allgemeine Form und 
von da auf die Normalform. Für (3) findet sich speciell 

m .sin (u=ft. 

’ +V (*J— y t ) 4 +2(**— »jXy,— yjcos« 

Das Vorzeichen der Wurzel ist positiv oder negativ, je~ 
nachdem der Umlauf o 1 2 o (Fig. 1 1) positiv oder negativ ist. 
(Vgl. §. 19.) 

§• 38. 

Aufgabe. Die Entfernung eines Punktes («,, ?/,) von einer 
geraden Linie a: cos i -j- y cos [3 — p—0 zu finden (Fig. 17). 


Fig. 17. 


Auflösung. 
x , cos ol -j— y , cos ß — o Q 
p — oP 

x x cosa^?/, cosß — p 

=PQ. ■ 

Man beantworte die 
Fragen: 

Die Gleichung einer 
geraden Linie sei in 
der Normalform [§. 35, 
(5)] gegeben und ein 
beliebiger Punkt (a;,, ;/,) in der Ebene. Wie muß der Punkt 
in Beziehung auf die Linie und den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten liegen, damit der Ausdruck 

ajj cos a ±- y, cos ß — p 
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positiv, negativ, Null werde? Was gibt der Zahlwert dieses 
Ausdruckes an? Was bedeutet die linke Seite von §. 37, 

Gl. (1), wenn sie nicht =0 ist? -Was bedeutet die Quadrat- 
wurzel im Nenner? 

§• 39. 

Aufgabe. Den Inhalt eines Dreiecks aus den Coordi- 
naten (»,, y x ), (x 2 , y 2 ), (x 3 , y 3 ) seiner Eckpunkte zu finden. 

Auflösung. Die Gleichung der geraden Linie 1, 2 ist 
in §. 37, (1) in der Normalform gegeben. Setzt man (x’ 3 , y 3 ) 
statt ( x , y), so gibt die linke Seite die Höbe des Dreiecks. ' 
Diese ist mit der halben Länge der Linie (1, 2) zu multipli- 
ciren. Man vergleiche das Resultat mit §. 20, namentlich 
auch in Betreff des Vorzeichens. 

§• 40. 

Aufgabe. Den Durchschnittspuukt (x,, y x ) zweier ge- 
raden Linien 

(1) -4) * + V 4* ('t — o, 

(2) ZI j x — j— 13 2 y G 2 === ^ 

zu finden. 

/a\ x ^2 fit B x -^i ^2 A 2 C\ . 

W A x B t — A 2 B x ' A X B 2 — A 2 B x 

§• 41. 

Aufgabe. Den Winkel zu bestimmen, welchen zwei ge- 
rade Linien einschließen. 

Auflösung. Die beiden Linien schließen zwei Winkel 
ein, die sich zu 180° ergänzen. Der eine von ihnen ist dem 
Winkel gleich, welchen die aus dem Anfangspunkte gefällten 
Perpendikel einschließen. Man bringe also die Gleichungen (1) 
und (2) des vorigen Paragraphen auf die Normalform. Da- 
durch lernt man cos a , , cos ß , für die erste Linie kennen 
und cos a 2 , cos ß 2 für die zweite Linie (§. 32). Man kennt 
also ß , ; a 2 , ß 2 bis auf die Vorzeichen. Diese bestimmen 
sich aus den Bediugungsgleichungen a x — ß , = to + 2k x n, 
a 2 — ß 2 = tu -|- 2 k 2 -. Der gesuchte Winkel zwischen den 
beiden geraden Linien ist also 

+ (a 2 — a,) = +(ß 2 — ß,). 
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§• 42. 

Aufgabe. Den Inhalt A eines Dreiecks zu bestimmen, 
wenn die Gleichungen der einschließenden Seiten gegeben sind : 

(1) A x x B x y C x = 0, 

(2) A 2 x B 2 y C 2 = 0, 

(3) A 3 x -f- B 3 y -f- C 3 = 0. 

Auflösung. Man bestimme nach §. 40 die Coordinaten 
der drei Eckpunkte des Dreiecks und setze sie in die Formel 
des §. 20 ein. Es ergibt sich 

2 A 
sin <d 

[A { (B i C 3 -B 3 C 2 ) +A 2 (B i t\-B i C 3 )-\-A ;i (B i C\-B 2 C t )r 
(A t B 2 — A i B i ) (A 2 B 3 — A x B 2 ) (A, B , — A j B 3 ) 

Die Lösung dieser Aufgabe beruht auf Eliminationen. 
Die Rechnung wird wesentlich erleichtert durch Iliilfsmittel, 
welche die Theorie der Determinanten darbietet. 

§• 43. 

Abgekürzte Bezeichnung. Wir schreiben für ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem zur Abkürzung 
x cos « j -f- y sin a , — p , = Z , . 

Dann ist (nach §. 38) Z, der Abstand des Punktes (sr, y) von 
einer geraden Linie, für welche das aus dem Anfangspunkte 
gefällte Perpendikel die Länge p, hat und mit der positiven 
x Axe den Winkel a, einschließt. Die Gleichung Z, = 0 drückt 
aus, daß der Punkt (a;, y) in dieser geraden Linie liegt. Es 
ist dies, nach einer abgekürzten Bezeichnungsweise, die Glei- 
chung der geraden Linie in der Normalform. Kommen meh- 
rere Punkte (a;,, y , ), (a: 2 , y 2 ) . . . (a;*, ijk) in Betracht, so 
kann man 

Xk cos a, -\- yk sina, — p, = Z, t 
setzen. Es ist also Zu der Abstand des Punktes (a;*, yk) von 
der geraden Linie Z, =0. 

In ähnlicher Weise kann man setzen 

A\ x — f~ B t y — }- C’, = L t , 

A j Xk -j- B x y k 6\ = L | *. 
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Auch hier sollen x , y rechtwinklige Coonlinaten bedeuten. 
L x = 0 ist die Gleichung einer geraden Linie in der allge- 
meinen Form, und . 

L lk 

.±VA\- f B\ 

gibt den Abstand des Punktes (a-*, y k ) von dieser geraden 
Linie an. Das Vorzeichen der Wurzel ist dem Vorzeichen 
von C x entgegengesetzt. 


§. 44. 

Aufgabe. Gegeben zwei sich schneidende gerade Linien 
durch ihre Gleichungen in der Normalform . 

( 1 ) l x = 0 , ( 2 ) l 2 = 0 . 

Man sucht die Gleichung einer dritten geraden Linie, die 
durch den Schnittpunkt der beiden ersten so gelegt ist, jdaß 
die von einem ihrer Punkte auf die Linien (1) und (2) ge- 
fällten Perpendikel sich verhalten wie m : n. 

Auflösung. (3) nl x — ml 2 = L. 

L = 0 ist die Gleichung der gesuchten Linie. . * 

Die Linien (1) und (2) zerlegen die Ebene in vier Winkel- 
flächen. In einer derselben liegt der Anfangspunkt der Oüor- 
dinaten. Ist das Verhältnis m : n positiv, so geht die Linie 
L = 0 durch eben diese Winkelflächte, sonst nicht. Warum? 

§: 45. 

Aufgabe. Gegeben zwei sieb schneidende gerade Linien 
durch ihre Gleichungen in der allgemeinen Ferm 
(1) L\ = 0, . (2) Li=0. 

Aufgabe wie vorher. 

Auflösung. Man bringe die Gleichungen (1) und (2) 
auf die Normalform und verfahre dann wie im vorigen Para- 
graphen. Die Gleichung der gesuchten Linie ist von der*Form 

k x L { k 2 L 2 — 0. 

Wie hängt das Verhältnis m : n mit k x und k 2 und mit 

den Constanten in L x und L 2 zusammen? 

* * 

.3 
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• §. 46. 

Doppelverhältnis. Wenn vier gerade Linien sich in 
demselben Punkte 'schneiden, so, kann man ihre Gleichungen 
in die Form bringen: 

(1) Z,= 0, (2) z; = 0: 

(3) u \l\ — m ! Z 2 = 0, (4) w 2 Z 1 TO 2 1-2 — 0. 

Diese vier Strahlen nehmen wir paarweise zusammen, 
so daß (.1) und (2) das erste Paar, (3) und (4) das zweite 
Paar bilden. Unter dem Doppel Verhältnis der beiden 
Paare von Strahlen versteht man den Quotienten 


* m 2 : n 2 

Man. nennt die vier Linien ein Doppelpaar von harmo- 
nischen Strahlen, wenh das Doppelverhältnis = — 1 ist. 
Di» vier Punkte, in welchen harmonische Strahlen von einer 
Transversale geschnitten werden, heißen ein Doppelpaar har- 
monischer Punkte. 

•. §■ 47. 

Aufgabe. Das Doppelverhältnis von zwei Strahlenpaaren 
zu bestimmen, deren Gleichungen sind: 

(1) =0, (2) L 2 = 0; 

(3) n | L x — TOjQC 2 — (4) m 2 L x — m 2 L 2 — - 0. 

Auflösung. Man setze L x — 1 ' A\ -(- B\ . Z, , L 2 = 

1 A\ -\- B\ . Z 2 . Dann sind Z, und Z 2 in der Normalform. 
Führt man die Ausdrücke L x und L, in (3) und (4) ein, so 
ergibt sich das * Doppel Verhältnis 

_ m i :n i 
m 2 : n 2 

• §• 48. 

Aufgabe. Das Doppelverhältnis von zwei Strahlenpaaren 
zu 'bestimmen, deren Gleichungen sind: 

(1) * l x -k x l 2 =0, (2) i x -k t l ,=0; 

(3) Z, - k 3 Z 2 = 0, (4) Z, - & 4 Z 2 = 0. 
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Auflösung. Man setze l x — k t l 2 — L x , /, — k 2 l 2 = L. t , 
und bestimme die Coefficienten m,, n, und m 2 , n 2 so, daß 
man erhält 

1 1 ^*3 ^2 == I' 1 *] f J 2’ 

/, A j = 11 2 A ( Wi 2 L 2 . 

Dann verfahre man wie im vorigen Paragraphen. Das ge- 
suchte Doppelverhältnis ist 

(ft, -ft,) 

(ft 4 -ft ( ):(ft 4 -ft,)- 

§• 49. 

Aufgabe. Gegeben vier gerade Linien, von denen die 
ersten beiden sich in einem Punkte schneiden und die letzten 
beiden in einem zweiten Punkte. Man sucht die Gleichung 
der Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte. 

Auflösung. Die vier Linien seien 
(1) L x — 0, (2) L 2 — 0, 

(3) L,= 0, (4) L 4 = 0. 

Die Gleichung der gesuchten Linie muß einerseits von 
der Form sein 

(5) ft, L, -f- ft 2 L 2 — 0, 
andererseits von der Form 

(6) k 3 L 3 -| - k 4 L 4 — 0.' 

Man bestimme die Größen ft,, k 2 , ft 3 , k 4 so, daß 
ft, L, -\- k 2 L 2 — k 3 L 3 k 4 L 4 
sei. Eine der Größen ft,, ft 2 , k 3 , k 4 ist willkürlich. 

§• 50. 

Aufgabe. Zu den drei gegebenen Strahlen Q.A,, Q /1 2 , 
QO, von denen die beiden ersten als ein Paar angesehen 
werden, den vierten harmonischen Strahl zu finden (Fig. 18). 

Auflösung. Man lege von einem Punkte 0 des dritten 
Strahles zwei Transversalen, welche das Paar in A , , A 2 und 
resp. in /?,, ß 2 schneiden. Man ziehe die beiden noch feh- 
lenden Verbindungslinien der vier Schnittpunkte, nemlich 

3 * 
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Abschnitt III. 


A x B 2 und A 2 B , , und verbinde deren Schnittpunkt R mit 
dem Strahlenpunkte Q. Die Linie Q R ist der gesuchte vierte 

harmonische Strahl. 

Fi 8- 18 - Zum Beweise lege man die 

Axen eines schiefwinkligen 
Coordinatensystems in OA x 
und OB, und stelle die 
Gleichungen der Linien A , B , , 
A 2 B 2 , A x B 2 , A 2 B ,, ferner 
(nach §. 49) die Gleichungen 
von Q O und Q R auf und 
bestimme das Doppelverhiilt- 
nis der beiden Paare QA X , 
QA 2 und QO, QR. 

Ist nicht angegeben, welche von den drei Linien 0-4,, 
QA 2 , QO als Paar angesehen werden sollen, so hat man drei 
Lösungen. 

§. 61. 

Aufgabe. Gegeben die drei Seiten eines Dreiecks: 



( 1 ) 


l. 


0 , 


(2) l 2 = 0, ' (3) l 3 = 0. 


Die Gleichung einer beliebig gegebenen geraden Linie 

(4) L = 0 
soll in die Form gebracht werden 

(5) k x l x -j- k 2 l 2 -)- k 3 l 3 = 0. 

Auflösung. Man setze 

L — — k x l { — J — h 2 1 2 - 1 — Jc< x 1^. 

Diese Gleichung zerfallt in drei andere, indem man rechts 
und links die Coefficienten resp. von x und y , und die freien 
Glieder einander gleich setzt. Die drei Gleichungen enthalten 
k x , k 2 , k 3 als Unbekannte und jede derselben nur in der 
ersten Potenz. Sie können demnach aus den drei Gleichungen 
eindeutig bestimmt werden. 


Anmerkung. Da die Gleichungen (1), (2), (3) in der Normajform 
vorausgesetzt werden, so sind I t , I 2 > h die (positiven oder negativen) 
Abstände des Punktes (x, ;/) von den drei Seiten des Dreiecks. Man 
kann diese Abstände als ein neues Coordinatensystem (I)reiecks-Coor- 
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dinaten, Trilinear-Coordinaten) ansehen. Die Durchführung dieser 
Idee soll hier nicht gegeben werden. Wir wollen uns darauf beschränken, 
sie, anzudeuten. 

§. 52. 

Aufgabe. Die Gleichung einer geraden Linie für Polar- 
Coordinaten herzustellen (Fig. 19). 

Auflösung. r cos (rp — a) — p. 


Fig. 19. 
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Vierter Abschnitt. 

Der Kreis. 


1. Der Kreis im allgemeinen. 

§• 53. 

Aufgabe. Die Gleichung eines Kreises vom Radius r 
zu finden, dessen Mittelpunkt im Punkt (a; = «, ?/.— b) liegt. 

Auflösung. Sind x, y die Coordinaten eines Punktes 
auf der Peripherie, so hat man nach §.16 

(1) ( x — a) 2 -f- (jy — b) 2 -j- 2 (x — a) (y — b ) cos «u — r 2 = 0. 
Löst man die Klammern, so ergibt sich’ 

(2) x 1 -f- y 2 -f" 2 x y cos u> — 2(a-\- b cos u>) x 

— 2(i-|-acoS(u)y-|-a 2 -|-& 2 -j-2«6cos<o — 1 ,2 =0. 
Speciell für rechtwinklige Coordinaten: 

(3) (x — «) 2 + (y — by — r 2 = 0, 
oder entwickelt: 

(4) x 2 -f-^ 2 — 2ax — 2by-\-a' 1 -j- b 2 — r 2 = 0. 

Liegt der Mittelpunkt im Anfangspunkte der Coordinaten, 
so hat man a — b = 0 zu setzen, also : 

(5) x 2 -|- y 2 -f- 2xy cos «> — r 2 = 0; 
und für rechtwinklige Coordinaten: 

(6) x 2 -f- y 2 — r 2 = 0. 

§. 54. 

Aufgabe. Unter welchen Umständen ist die Gleichung 
(1) Ax 2 -]-By 2 -f 2Cxy -f 2 Dx-f 2 Ey F =0 
die Gleichung eines Kreises? 
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Es muß A —■£ 't- 0 und 


C 


'cos tu sein. Sind diese 


<. A 

Bedingungen erfüllt, so ergeben sich zur Bestimmung von 
a, i», r die Gleichungen ’ * 

, . D 

a -f- b cos tu ~ — -j-, • 

17 E 

(t COS (D — f“ 0 — - — . , 

’ A 

F 

a 2 -f- b 2 2 ab cos tu — r 2 ~ r . 

1 A 

Daraus sind a , &, r 2 eindeutig -bestimmt. . 


§• 55. 

Aufgabe. Gegeben ein Kreis 

(1) x*+y -r 2 =0, 

dessen Mittelpunkt im Anfangspunkte eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems liegt, und eine gerade Linie 

(2) x cos a -(- y sin a — p = 0. * 

Man sucht die Coordinaten der gemeinschaftlichen Punkte. 

Auflösung. Für die gemeinschaftlichen Punkte gelten 
die Gleichungen (I) und (2) gleichzeitig. Dann sind x, y 
als Unbekannte anzusehen. Da - (2) vom ersten, (l)*vom 
zweiten Grade ist, so erhält man zwei Wertenpaare (a , , y , ), 
(a? 2 , y 2 ) als Wurzeln 

ic, = p cos a -(- sin a Kr 5 — p 2 , 
p, = p sin a — cos a V r 2 — p 2 . 
x 2 — p cos a — sin a V r 2 ^— p 2 , • 

y 2 =p sin ja -f- cosa \ A r 2 — p 2 . 

Geometrische Bedeutung. 

§• 56. 

Aufgabe. An den Kreis (1) *§. 55 eine Tangente zu 
legen, wenn die Coordinaten («,, y , ) des Berührungspunktes 
gegeben sind. 

Auflösung 1. Die Tangente ist die gerade Linie, welche 
mit dem Kreise zwei zusammenfallende Punkte gemein hat. 
Man hat also im vorigen Paragraphen 
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.£C, = p cos a, 

. . y 1 = p sin a 

za setzen, und es is$ r. 2 — p 2 . Also wird aus Gleichung (2) 
•des vorigen Paragraphen 
(1) ' -\-yy v — r l =0. 

Auflösung 2. Man nehme auf der Peripherie des Kreises 
außer dem Berührungspunkte (x t , y ^ noch einen zweiten 
Punkt (sc 2 , y 2 ). Die gerade Linie, wejche durch diese beiden 
Punkte geht, hat die Gleichung 


(2) y — y j = -- 0 — *,)• 

Drückt man noch aus, daß die Punkte (aj,, y t ), (a: 2 , y 2 ) 
auf der Kreisperipherie- liegen, nemlich 



so findet man 


y 2 —y t = vfi 

^2 — 2/2 -\-y i ' 

Setzt man dies in (2) ein, so erhält man die Gleichung 
der Secante. Dieselbe geht in die Tangente über, wenn mau 
(a? 2 , y 2 ) in (a^, y { ) hineinrücken läßt. Dadurch kommt man 
wieder auf die Gleichung (1). 


§. 57. 

Aufgabe. Von einem beliebigen Punkte (aj t , !/,) aus an 
den Kreis Tangenten zu legen. 

Auflösung 1. Man bezeichne mit (;, r t ) die unbekannten 
Coordinaten des Berührungspunktes. Dann hat man die Glei- 
chungen 

(1) x£ + yr t — r 2 = 0, 

(2) *i 5 +2/1*1— r2 =0- 

(3) * i 2 + V — r* = 0. 

Was* bedeutet jede dieser Gleichungen? Aus (1) und (2) 
ergibt sich je- ein Wert für £ und r ( . Durch Einsetzung in 
(3) findet man . 
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( 4 ) 


y — y* = — x \V\ +rVx ] +y? — r* 

x — x , r* — x\ 


Auflösung 2. Das aus dom Mittelpunkte auf die Tan- 
gente gefällte Perpendikel hat die Gleichung 


(5) 



— *i0i 


— ( r* — _J 

+ r V x\ -| - y\ — r 1 


Für den Fußpunkt gelten die Gleichungen (4) und (5) 
gleichzeitig. Durch Multiplication erhält man ein ftesjiltat, 
das sich schreiben läßt 


( 6 ) 

Dies ist die Gleichung eines Kreises, dessen Durchmeßer 
den Mittelpunkt des gegebenen Kreises mit dem Punkte (*,, y,) 
verbindet. Ein zweiter Ort des Fußpunktes ist der gegebene 
Kreis selbst. Geometrische Construction. 

Die beiden Tangenten [Gleichung (4)] sind reell und ge- 
trennt, — oder reell und zusammenfallend, — oder nicht 
reell. Kriterium für jeden dieser Fälle. 

§• 58. 

Aufgabe. Die Gleichung einer geraden Linie zu finden, 
welche mit dem Kreise (1) §. 55 die Berührungspunkte der 
vom Punkte (£,, r n ) aus gelegten Tangenten gemein hat. 

Auflösung. Die beiden Tangenten haben die Gleichungen 

(1) l*i +/i0i — *•*= 0, 

(2) — r * =0. * 

Um auszudrücken, daß auf beiden Tangenten der Punkt 
(£,, r ( ,) liegt, hat man in beiden Gleichungen (;,, r n ) statt 
(;, t)) zu schreiben. ' Die so erhaltenen Gleichungen sind in 
der gemeinsamen Form 

(3) l x x-\-r n y — r 2 = 0 

enthalten, worin sc, y unbestimmte (veränderliche) Coordinaten 
sind. Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, die durch 
die Punkte (x t , y x ) und ( x 2 , y 2 ) geht. 
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Die gerade Linie (3) heißt die Polare des Punktes (£,, r u ) 
in Beziehung auf den Kreis. Der Punkt (- ,, r n ) wird- der 
Pol genannt. - 

Wie muß der Pol liegen, damit die. Polare den Kreis 
schneide, — berühre, — nicht treffe? 

§• 59. 

Lehrsatz. Wählt man auf der Polare einen be- 
liebigen Punkt (x 3 ,y 3 ) als zweiten Pol, so geht dessen 
Polare durch den ersten Pol. 

Die Gleichung der. ersten Polare ist 

(1) t l x-\-r n y—.r*=0, 

(; , , ■»],) der erste Pol. Die Gleichung der zweiten Polare ist 

(2) a* 3 $ -f y 3 r, -*■ r 2 = 0. 

In der ersten Gleichung sind (jl\ y), in der zweiten (£, r ( ) die 
veränderlichen Coordinaten eines beweglichen Punktes. Die 
Gleichung 

(3) ?!*:) -Hi 2/a — r2 = ° 

drückt einerseits aus, daß der Punkt (a; 3 , y 3 ) auf der Linie (1) 
liegt (Voraussetzung), andererseits, daß der Punkt ($ , , r n ) auf 
der Linie (2) liegt (Folgerung). 

Hieraus ergibt sich noch, daß der Durchschnittspunkt 
von zwei Polaren Pol für die Verbindungslinie ihrer beiden 
Pole ist. 

§• 60 . 

Die Untersuchungen der §§. 55 bis 59 sind auch für 
einen Kreis auzustellen, dessen Gleichung in der allgemeinen 
Form (1) §. 54 gegeben ist. Die Rechnung ist für alle Curven 
zweiter Ordnung dieselbe. Die Polare des Punktes (5,, r u ) 
in Beziehung auf den Kreis 

A , 

(1) * x 1 -f- y 2 -(- 2xy cosm -j- 2Dx -(- 2Ey -j- /'’= 0 
hat die Gleichung 

(2) ($i +r a cos tu + D) x -f- (r, , -(- \ , cos ui -\- E) y 

+ D^ + Ev n + F=0. 
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§. 61 . 

Aufgabe. Gegeben die Gleichung eines Kreises in der 
Form (3) §.53 und die. Gleichung einer geraden Linie 

(1) Ax-\-By + C=0. 

Die gerade Linie soll als Polare angesehen werden. Man 
sucht die Coordinaten (;,, r (1 ) des Poles. 

Auflösung. Die Gleichung der Polare von (£,, r u ) ist 

(2) (5i— «)*+.0h — i)y~ (Sj — a)a — — r a =0. 

Man hat demnach 

S 1 — « Vj , — b ($ , — a) a -f- (r a — b) b -{- r 2 

A B C 

zu setzen, wenn die Gleichungen (1) und (2) übereinstimmen 
sollen. Es findet sich 

— Ar 2 

" a ~ 'Ää+Bb + C' 

— Br 2 

T,i Äa + Bb + C 

Der Pol liegt in unendlicher Entfernung, wenn die Polare 
durch den Kreismittelpunkt geht. Und umgekehrt (§. 59) 
liegt die Polare des Mittelpunktes in unendlicher Entfernung. 

§. 62. 

Potenz. Legt man vom Anfangspunkte in beliebiger 

Richtung eine Secante -durch den Kreis, so ist es leicht, die 

Länge der Abschnitte zu bestimmen. .Bezeichnen p, cp die 

Polar-Cöordinateu der Schnittpunkte, so hat man nach §. 13 (2): 

p sin (m — cp) 

sin <u 

p sin cp 
y — - s —. — T — 

J sin tu 

in die Kreisgleichung (1) §. 60 einzusetzen. Es ergibt sich 
die quadratische Gleichung 

(i)' + 2 . + *- = o, 

J 1 Sinai 

deren Wurzeln p, und p 2 die gesuchten Secantenabschnitte 
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sind. Aus der Theorie der quadratischen Gleichungen ist 
bekannt- 
es) P i Pa = F - 

Geometrische Bedeutung. Um den Satz von den Secanten zu 
beweisen, die aus einem beliebigen Punkte (® t , y,) gezogen 
sind, lege man durch ihn ein neues Axensystem (5, r ( ) parallel 
den alten Axen. Die Gleichung des Kreises geht über in 

(3) £ 2 -f- rj 2 -j- 2 5 Tj cos tu -f- 2 Z)j$ -j- 22J.7) -j- F, = 0, 

— ac, -| ~ y, cos tu -j- /), 

E\ — y \ -f- cos tu -f- E, 

Fj = -|- y* -f- 2®, y , cos tu -}- 2 fl*, 2Fy ( F. 

Bezeichnen wieder p , , p 2 die Länge der Secantenabseknitte, 
so sind diese die Wurzeln der quadratischen Gleichung (1), 
wenn darin I) v F,, F i statt D, E, F geschrieben wird. • Also 

(4) Pi P 2 ~ r 

Das constante Product der Abschnitte auf den yon 
einem Punkte aus gezogenen Secanten nennt man die Potenz 
des Punktes in Beziehung auf den Kreis. 

Wie muß der Punkt liegen, damit die Potenz positiv, 
negativ, Null werde? 

Die Secaute wird zur Tangente, wenn p, — p 2 . Die Be- 
dingung dafür ist 

[Z>, sin (tu — <p) -J- -E, sin <p] 2 = F, sin tu 2 . 

Dies gibt eine Lösung der Tangenten -Aufgabe. 

Eine andere Lösung erhält man aus der Bemerkung, daß 
ein Kreis 

(5) (®— ar 1 ) 2 -f(y — ^,) J 4-2(®— ®,)(y — y,) costa — Fj=0 
den gegebenen Kreis in den Berührungspunkten schneidet. 
Der gegebene Kreis und der Kreis (5) durchschneiden sich 
rechtwinklig. 

§- 63. 

Aufgabe. Durch drei gegebene Punkte einen Kreis zu 
legen. 

Auflösung. 

A (x 2 - y 2 -j- 2 xy cos <u)-j-2Dx-{-2Fy-{-F=0, 

A (x\ -)- y\ 2 a:, y , cos tu)-{-2/)a: 1 -j-2£y 1 -j- F — 0, 
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A (x 2 -}- y\ -f~ 2 a 2 y 2 cos u >) + 2Dx i + 2Ey 2 +F=0, 

A (a 3 -f- y\ -f- 2 x 3 y 3 cos u>) -j- 2 Dx 3 -{- 2 E y :i -f- F — 0. 

D E F 

In den drei letzten Gleichungen kann man ^ , -j-, ^ 

als Unbekannte anselien. Die ausgerechneten Werte sind in 
die erste Gleichung einzusetzen. (Elimination. Determinanten.) 
Man schreibe zur Abkürzung a 2 -f - y 2 ~f- 2a, y ] cos <u — r 2 
und entsprechend r 2 und »•*. Geometrische Bedeutung. Dann 
ergibt sich 

A = a, (y 2 — y 3 ) -f x 2 (y 3 — y ,) -f a 3 (y , — y 2 ), 

D= — r* (y 2 — y 3 ) — r\ (y 3 — i /,) — (y x — y 2 ), 

E = r y (a 2 a 3 ) -{- r 2 (x 3 x t ) r 3 (a, a 2 ), 

^ “ r i ( x 2 2/3 x i 2 G) *'3 (*^t 2/2 \)- 

Was tritt ein für rt==0? 


« 2. Mehrere Kreise. 

§• 64. 

Aufgabe. Gegeben für ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system 5, — a 2 -f- y 2 — r 2 , 

S 2 =(x — « 2 ) 2 -f */ 2 — r 2 . 

Man sucht die Coordinaten der gemeinschaftlichen Punkte 
der beiden Kreise 

( 1 ) Sy — 0 , ( 2 ) S 2 = 0 . 

Auflösung. Zwei gemeinschaftliche Punkte (a t , y t ) ‘ 

und (a 2 , y 2 ). 


x, 


2 l l 2 

_ ^ __ r l ~ r 2 + a 2 


4 yi = — = 

4 - >~2 — «2 > ö’i — 2 ’2 +«2 ) C — **1 + r i +«2) 

2a 2 

Wann sind die gemeinschaftlichen Punkte reell und ge- 
trennt, — reell und zusammenfallend, — nicht reell? 


( 1 ) 


§. 65. 

Potenzlinie. Durch die Gleichung 

Sy — S 2 = 0 
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wird eine gerade Linie ausgedrückt, welche durch die gemein- 
schaftlichen Funkte der beiden Kreise S t =0, S 2 = 0 hin- 
durchgeht. Diese Linie ist immer reell. Sie steht rechtwinklig 
auf der Centrallinie der beiden Kreise. Jeder Punkt in ihr 
hat, in Beziehung auf beide Kreise dieselbe Potenz. Daher 
nennt man die Linie, die durch die Gleichung (1) gegeben 
wird, die Linie' gleicher Potenzen oder kürzer die Potenz- 
linie. 

Die rechtwinklige Lage der Potenzlinie zur Centrale der 
beiden Kreise ergibt sich am einfachsten, wenn man die Kreis- 
gleichungen in der Form liimnlt, wie im vorigen Paragraphen. 
Die Potenzlinie behält aber auch die Gleichung (1), wenn 
ganz allgemein 

£ , — x 2 -f - y 2 ~\-2xy cos m -\- 2 D x x -\- 2 E x y -\- F x , 

S 2 == x 2 -f y* -f 2 x y cos <u 2 L> 2 x -f 2 E 2 y -f- F t 
gesetzt wird. 

Die Gleichung 

(2) S x — kS 2 — 0 

drückt einen Kreis aus, welcher mit den Kreisen iS, = 0 und 
S 2 = 0 die Potenzlinie gemein hat. Die drei Mittelpunkte 
liegen in einer geraden Linie (§. 18). 

Man bezeichne mit L x =0 und resp. L 2 = 0 die Glei- 
chungen der Polaren des Punktes (x,, ?/ ,) in Beziehung auf 
die beiden Kreise Ä, =0 und resp. S 2 = 0. Dann ist 

(3) L x —kL 2 — 0 

die Polare desselben Punktes in Beziehung auf den Kreis (2). 
Diese drei Polaren schneiden sich in demselben 
Punkte. Da k beliebig ist, so gilt der Satz allgemein für 
Kreise mit gemeinschaftlicher Potenzlinie. Die Polaren fallen 
zusammen, wenn der Punkt (x,, y x ) so gelegen ist, daß die 
Gleichungen L, = 0 und L 2 — 0 dieselbe gerade Linie Aus- 
drücken. Um die Aufsuchung dieses Punktes zu vereinfachen, 
lege man die y Axe eines rechtwinkligen Coordinatensysteras 
in die gemeinschaftliche Potenzlinie und die xAxe durch die 
Mittelpunkte. Dann ist 

(4) x 1 -}- y 2 — 2 kx -f- 8 2 = 0 
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bei constantem 8 und beliebigem k die Gleichung der 
Schaar von Kreisen, welche dier/Axe zur gemeinsamen' Potenz- 
linie haben. Die Polaren des Punktes (»,, ?/,) in Beziehung 
auf alle diese Kreise sind in der Gleichung 

xx x yy x -{-8? — k (x -j— ic | ) = 0 
ausgedrückt. Sie gehen alle durch den Schnittpunkt der beiden 
Linien. xx x -\-yy x -j- 8 2 = 0 und x-\-x x =0. Sie fallen 
zusammen, wenn x, = + 8, y , = U ist. Der Punkt ist reell, 
wenn 3 2 positiv ist. In diesem Falle haben die Kreise keine 
reellen Punkte gemein. Sie sind selbst reell für A 2 > S 2 . Ist 
A 2 == 8 2 , so wird der Radius zu Null (Grenzpunkte). 



Die Schaar der Kreise (4) wird von der Schaar der Kreise 
(5) x 2 -}- y 2 — 2 h y — 8 2 — 0 

rechtwinklig durchschnitten [§. G2 (5)], wenn man 3 constant, 
h beliebig nimmt. Die Kreise der Schaar (5) haben die x Axe 
zur gemeinschaftlichen Potenzlinie und durchschneiden dieselbe 
in den Grenzpunkten der Schaar (4). 

Die Kreise der Schaar (4) und der Schaar (5) können 
(Fig. 20) als ein neues Coordinatensystem (krummlinig, recht- 
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winklig) aufgefaßt werden. Die Coordinaten eines Punktes 
der Ebene sind dann k und h. Sie geben an, auf welchem 
Kreise der ersten und resp. der zweiten Schaar der Punkt zu 
suchen sei. 

§. 66 . 

Aufgabe. Gegeben für ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system S x = (x — a,) 2 -}-(?/ — 6,) 2 ■ — r 2 , 

S 2 = (x — a 2 ) 2 -{- (y — b 2 ) — r\. 

Man sucht die gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise 
(1) iS, =0 und (2) S 2 =0. 

Auflösung. Man bezeichne mit (x,, t/,) und resp. (x 2 , y 2 ) 
die Coordinaten 'der Berührungspunkte auf dem Kreise (1) und 
resp. (2). Dann hat man die Gleichungen 

(*i —«,)(»— a,) + Q/, — *i) (y — &i) — »’i =°> 

{x 2 — a 2 ) (x — a 2 ) 4- (?/ 2 — b 2 ) ( y — b 2 ) — r\ = 0, 
und es ist noch auszudrücken, daß beide Gleichungen der- 
selben geraden Linie angehören. Zu dem Zweck bringe man 
sie in die Normalform und setze die Coefficienten von x, resp. 
y und das freie Glied der beiden Gleichungen einander gleich. 
Zwei Lösungen. 

Fig. 21. 



Erstens. (Fig. 21.) 

x i — Q i __ x 2 — a 2 V \—b x __ y t — b 2 
r, ' r \ r 2 
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0 

Da die letzte Gleichung quadratisch ist, die übrigen linear, 
so erhält- man zwei Wurzelpaare (x‘ p y\) und (x p y"). Man 
setze (a 2 — ( 6 2 _i | )2 — c a UU( j e 2 — (r 2 — r,) 2 ='T]. 
Geometrische Bedeutung. Dann ergibt sich 

x \ a i - 0*2 r i) ( g 2 — a i ) fj" - T | (&2 — b 1 ) 

r i c 2 

y\~ b i _ — 0*2 - y i) 0> 2 — 4,) — T, (« 2 — g ,) 
r, . ^ ; • 


Die Werte von — 1 — — — und — 1 gehen daraus her- 

r i r i 

vor, indem man T l das entgegengesetzte Vorzeichen gißt. 
Außeres Tangentenpaar. 

Zweitens. 
(Fig. 22.) Die .. 
zweite Lösung er- 
hält man, indem 
man das Vorzei- 
chen von r 2 ins 
entgegengesetzte 
umändert. Man 
setze c 2 —(r 2 +r 1 ) 2 
= T\. Geometri- 
sche Bedeutung. ; 
Es ergibt sich 

x t a i fr 2 ~t ~ r i) («2 — «i) -f- T, ( b 2 — 4 ,) 

r t c 2 

£— b ±' = fr 2 + ? '|) (l>2 -- 4 ,) — T 2 (a 2 — «,) 

>' j o l » 

4 
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Abschnitt IV. Der Kreis. 


, Die Werte von ! und — 1 gehen daraus her- 

r t r t 

vor, indem man T 2 das entgegengesetzte Vorzeichen gibt. In- 
neres Tangentenpaar. 

Wann sind die äußeren Tangenten reell und getrennt, — 
reell und zusammenfallend, — nicht reell? Wann die inneren? 


§. 67 . 

Aufgabe. Den Schnittpunkt der äußeren gemeinschaft- 
lichen Tangenten zweier Kreise (den äußeren Ähnlichkeits- 

punkt) zu finden. 

* 

Auflösung. Man betrachte die Verbindungslinie der 
Funkte (x \ , y \ ) und (x", y") als Polare. Dann ist der ge- 
suchte Ähnlichkeitspunkt der zugehörige Pol. Bezeichnet man 
seine Coordinaten mit ($, r ( ), so ergibt sich 

r r \ a i ~ r 2 a l T __ ^1 b 2 — r 2&i 

r 2 ’ 3 r, — r, 

§. 68 . 

Aufgabe. Den Schnittpunkt der inneren gemeinschaft- 
lichen Tangenten zweier Kreise (den inneren Ahnlichkeits- 
punkt) zu finden. 

_ r t a 2 -\-r 2 a t __ r, b 2 

6 " r t +r t ’ T ‘- r,+r 2 ' 

§. 69 . 

* . •• 

Lehrsatz. Zieht man von einem der beiden Ähnlich- 
keitspunkte aus einen Strahl, der beide Kreise schneidet, so 
entsteht für jeden Kreis ein größerer und ein kleinerer Ab- 
schnitt der Secante. Das Verhältnis der größeren (kleineren) 
Abschnitte ist gleich dem Verhältnis der Kreisradien. 

Beweis. Man lege die Coordinatenaxen in die gemein- 
schaftlichen Tangenten der beiden Kreise. Die Kreisgleichungen 
lauten dann 

(1) x 2 -j- y 2 -j- 2 xy cos <o — 2«, x — 2a^y -\- u 2 =0, 

(2) x 2 y 2 -(-2 c vy cos o> — 2 u 2 x — 2 a 2 y a 2 = 0, 
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und die Kreisradien sind r , = « , tg } «> , r 2 = n 2 t g <u. 

Die Secante schließe mit der positiven x Axe den Winkel cp 
ein. Ihre Länge sei p für den ersten Kreis; p' für den zweiten. 
Dann erhält man [§. 62 (1)] 


(3) 


2p«, 


sin (<o — cp) -f- sin 


sin (u 


+ <* 2 — 0 , 


(4) 


sin («) — cp) -f- sin cp 


sin oj 


+ a l — 0. 


Dividirt man in (ileichung (3) durch «^, in Gleichung (4) 
durch a \ so nehmen beide Gleichungen dieselbe Form an, 
und man erhält 


«, «2 


§• 70. 

Lehrsatz. Legt man von einem der beiden Ähnlichkeits- 
punkte aus zwei Secanten durch beide Kreise und verbindet 
die gleichliegenden Schnittpunkte, so erhält man vier Linien, 
von denen die erste und dritte, resp. die zweite und vierte 
einander parallel sind, dagegen die erste und vierte, resp. die 
zweite und dritte sich in der Potenzlinie schneiden. 

Beweis. Man bezeichne die Secanten-Abschnitte für den 
ersten Kreis mit «,, « 2 und resp. 6,, b 2 . Dann sind die- 
jenigen des zweiten Kreises «»<*,, ma 2 und resp. mb l , m b 2 . 
Legt man dann die Coordinatenaxen in die Secanten, so ist 
es leicht, die Gleichungen der vier Verbindungslinien aufzu- 
stellen: 

® L ‘=a+V,-'= 0 ’ 

W L ‘ = Z;+i- l = 0 ' 


(3) 


1 - 

• m a t 

mb l 

— 1=0, 

(4) 

tu 

=— -f 

Dia 2 

_V_ 

mb 2 

— 1= 0. 


4 * 
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Abschnitt IV. Der Kreis. 


Daraus ergibt sich ohne weiteres die parallele Lage von (1) 
und (3), resp. von (2) und (4). Durch den Schnittpunkt von 
(1) und (4) und durch den Schnittpunkt von (2) und (3) geht 
eine gerade Linie 

(5) L b — 0, 

für welche man hat L s — L x - }- m L 4 — L 2 - {- mL s . 

.Die Gleichungen der beiden Kreise lauten (§. 09): 

(6) a 2 -j- */ 2 -f- 2 * y cos «u -}- 2 D x -f- 2 Ey -f- F — 0, 

(7) x' 1 -f- y 2 -\- 2 xy cos w -}- 2 mDx -f- 2m Ey -j- vi 2 F — 0. 
Die Potenzlinie hat die Gleichung 

(8) 2 D x -f 2 Ey -f (1 -f m) F — U, 

die durch Division mit — F in (5) übergeht. L’m dies zu 
beweisen, hat man aus (6) die Secanten- Abschnitte a , , a 2 , 
b t , b 2 zu bestimmen. 

§■ 71. 

Lehrsatz. Gegeben für rechtwinklige Coordinaten 

s t = (* — « t ) 2 + {y — M 2 — »’i. 

= Op — « 2 ) 2 + Oy — b-i) 2 — »'2, 

S 3 —(x~ a 3 y 4- (y — b 3 ) 2 — r 2 . 

Die Potenzlinien der drei Kreise 

(1) S,=0, (2) S 2 =0, (3) Ä„= 0 

schneiden sich in einem Punkte (Potenzmittelpunkt). 

Beweis. Man setze 6', — S 2 — L 3 , & 2 — <S s = L,, 
jS 3 — S t — L 2 . Dann sind die Gleichungen der drei Potenz- 
linien 

(4) L 3 =0, (5) L t —0, (b) L 2 — 0. 

Da aber L t — — L 3 — Z,, ist, so geht (§. 45) die Linie (6) 

durch den Schnittpunkt von (4) und (5). 

§■ 72. 

Lehrsatz. Die gerade Linie, welche bei drei Kreisen 
zwei äußere oder zwei innere Ähnlichkeitspunkte verbindet, 
geht durch den dritten äußeren Ähnlichkeitspunkt. (Äußere 
Ähnlichkeitsaxe. Drei innere Ahnlichkeitsaxen.) 
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Beweis. Man bezeichne mit (; 3 , r j3 ) und resp". ($' 3 , r/ 3 ) 
die Coordinaten des äußeren und resp. des inneren Ahnlich- 
keitspunktes der Kreise (1) und (2) (§. 71) und entsprechend 
die übrigen. Die gerade Linie, welche durch die Punkte 
r j3 ) und ($ p r u ) hindurchgeht, hat die Gleichung 

^ { r 1 (*2 — 6 3 )4- r 2 (&3 — 6 l) + r 3 ( b t— Ä 2)} 

— .v{ J, | («2 — + («3 — a i) + r 3 («|— « 2 )} 

-f-{' , l(«2 & :r-«3 t 2) + }, 2( a 3 i l — «l 6 : 1 ) + ,, 3(«l i 2— (l 2*l)} = °- 

(Determinanten.) Diese Linie geht durch den Punkt (£ a , r l2 ). 
Die gerade Linie, welche die Punkte (äjj, t/ 3 ) und (?' , r,‘) ver- 
bindet, bat die Gleichung 

* {'ü ( ft 2 — r 2 ( ft s “ + ( 6 i — & 2 )} 

— V {'A («2 ~«s) — r» (öj — 0 1 ) + r a («1 — « 2 )} 

4-{' - l(«2 ft 3 — a 3 b i)~ r l( a 3 b i— a l b 3) + r 3( a i b 2— a 2 Ä l)}=°- 

Diese Linie geht durch den Punkt ($ a , r l2 ). 

§. 73. 

Lehrsatz. Das Perpendikel aus dem Potenzmittelpunkte 
dreier Kreise auf eine der Ahnlichkeitsaxen ist ein geometri- 
scher Ort für den Mittelpunkt eines Kreises, welcher die drei 
gegebenen Kreise berührt. 

Beweis. Die drei gegebenen Kreise seien ausgedrückt 
durch die Gleichungen (1), (2), (3) des §.71. Bezeichnet man 
mit R den Radius des berührenden Kreises und mit (sc, y) 
die Coordinaten seines Mittelpunktes, so erhält man die Glei- 
chungen 

0) • . Si+r’=(i?±r t )’, 

(2) S a +r»-(Ä±r a )2, 

(31 « 3 -f r\ = {R± r 3 ) s . 

Acht verschiedene Fälle. Wir wählen die oberen Zeichen. 

Durch Subtraction ergibt sich 

(41 Ä, — £ a — 2 R (■>•, — r a ), 

(5) S { — S 3 —2R (»■, — ?•,), 
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Abschnitt IV. Der Kreis. 


folglich 

( 6 ) 


<S', S 2 


ä n 


0 . 


' 1 ' 2 '1 'S 

Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, welche (§. 44) 
durch den Potenzmittclpunkt (§. 71) geht und auf der äußeren 
Ähulichkeitsaxe (§. 72) rechtwinklig steht (§. 41). 

Man führe die Rechnung für jeden der acht Fälle durch 
und bemerke, daß in dem Resultat die äußere und die drei 
inneren Ahnlichkeitsaxen, jede zweimal, Vorkommen. 


§. 74. 

Lehrsatz. Betrachtet man eine Ähnlichkeitsaxe von drei 
gegebenen Kreisen als Polare, so erhält mau für jeden Kreis 
einen zugehörigen Pol. Die geraden Linien von diesen Polen 
nach dem Potenzmittelpunkte schneiden die betreffenden Kreise 
in den Punkten, in welchen ein vierter Kreis die drei gege- 
benen berülirt. 


Beweis. Man lege der Einfachheit wegen den Anfangs- 
punkt des rechtwinkligen Coordinatensystems in den Mittel- . 
punkt des Kreises (1), §.71, d. h. man setze «, = 0, 6, =0. 
Dann gelten die Gleichungen (4) und (5) des vorigen Para- 
graphen, wenn (*, y) dem Mittelpunkte des gesuchten Kreises 
angehören. Sollen aber (x , y) die Coordinaten des Berüh- 
rungspunktes auf dem Kreise (1) sein, so hat man in jenen 
Gleichungen - 

x . 1 statt x und y . statt y 

zu schreiben. Denn diese neuen Werte kommen jetzt den 


Coordinaten des gesuchten Kreismittelpunktes zu. 

(1) 

(ß + r i) 0®i 

— S 2 ) = li {(r, - r 2 y — a* 

(2) 

(Ä -f- r,) (£, 

-S,) = Ä{(r 1 -r,)»-«J 


Schreibt man 

zur Abkürzung 



ec 

1 

Cir 

(3) 

ß 

(r, — r 2 )2 — — b 2 2 


L j 


(4) 

( r \ r s) 2 a 3 ^3 


*!}• 
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(5) L. a — L t L 2 — (•£■! 1) (I->2 l)i 

so ergibt sich aus (1) und (2) 

(G) L s = 0. 

Diese gerade Linie geht durch den Potenzmittelpunkt. Sic 
geht aber auch durch den Schnittpunkt der btfiden Linien 
(7) L x — 1 = 0, (8) L 2 — 1=0. 

Die Linie (7) ist für den ersten Kreis die Polare dt*s äußeren 
Ähnlichkeitspunktes der Kreise (1) und (2) §. 71,- die Linie (8) 
die Polare des äußeren Ähnlichkeitspunktes der Kreise (1) 
und (3) §.71. Der Schnittpunkt von (7) und (8) ist also in 
Beziehung auf den ersten Kreis der Pol der äußeren Ahnlich- 
keitsaxe. 

Man führe die Rechnung für alle Vorzeichen -Combina- 
tionen von (1), (2), (3) §. 73 durch. 

§• 75. 

Aufgabe. Die Kreise zu zeichnen, welche drei gegebene 
Kreise berühren. 
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Fünfter Abschnitt. 

Parabel, Ellipse, Hyperbel. 


Aufgabe, 
stimmen, dessen 


*Fig. 23. 



Man erhält 


oder, wenn man ■ 

( 4 ) 

setzt: 

(5) • 


§• 76. • 

Den geometrischen Ort eines Punktes zu be- 
Abstände von einer festen Geraden und von 
einem festen Punkte in constantem 
Verhältnisse (1 : g) stehen (Fig. 23). 

Auflösung. Man nehme den 
festen Punkt (den Brennpunkt) 
zum Pol und lege die Axe so, daß 
ihre Rückverlängerung die feste 
Gerade (die Directrix) recht- 
winklig schneide. Alsdann ergibt 
sich aus der Figur: 

(1) d = r cos <j> -(- d { -j-^, 
und aus der Aufgabe: 

(2) d : 7 -'= 1 : e , 

(3) d t :/= 1 : g. 

Aus diesen drei Gleichungen 
sind d und d { zu eliminiren. 

(* +«) /• 

1 £ COS (f 

(l + e)/=p 

= P 

1 £ COS <p 
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p heißt der Parameter. Geometrische Bedeutung (r = p 
für ? = |-). 

Um zu rechtwinkligen Parallel -Coordinaten überzugehen, 
lege man die positive x Axe in die Axe des Polarsystems, den 
Anfangspunkt o in den Schnittpunkt der Curve mit dem Per- 
pendikel FA. Dann ergibt sich 

• r* = (x — /) 2 -\-y 2 , 
r cos cp = x — /. 

Die Gleichung (5) geht dadurch über in 

(6) (*— /) 2 +?y 2 ^[p + £ (*— /)] 2 - 

Drei Fälle sind zu unterscheiden: 

Erstens. e = l. Parabel. ' . 

Zweitens, s < 1. Ellipse. 

Drittens, e > 1. Hyperbel. 

Anmerkung. Nach dem ersten K epler’schen Gesetze sind die ' 
Planetenbahnen Ellipsen, in deren einem Brennpunkte die Sonne steht. 
Die Gleichung (5) ist daher von Wichtigkeit für die Astronomie. 

Die Gleichung (6) würde auch aus der Gleichung 

r = , *> ■ 

— 1 — E COS cp 

hervorgegangen sein, so daß in (6) dasselbe ausgesagt ist, wie in .der 
Gleichung ’ p 

+ 1 — e cos cp 

Was bedeutet das geometrisch? 

1. Die Parabel. 

. §• 77. . . 

Aufgabe. Den Lauf der Parabel zu untersuchen mit 
Hülfe der Gleichung 
(1) y 2 — 2px. 

Der Anfangspunkt der Coordinaten liegt auf der Curve. 
Reelle Ordiuaten gibt es nur für jC 0. Die zur Ordinaten- 
ate parallelen Sehnen werden von der Abscissenaxe halbirt. 
(Axe der Curve.- Scheitelpunkt.) Zwei Ordinaten verhalten 
sieb, wie die Quadratwurzeln aus den zugehörigen Abscissen. 
Für x = oo ist y = + oo. Jeder Brennstrahl ist um p 
größer als die Abscisse seines Endpunktes. 


Digitized by Google 



} 


58 Abschnitt V. Parabel, Ellipse, Hyperbel. 

§. 78. 

Constructionen der Parabel. 1. Man lege eine Folge 
von Punkten fest, die von der Directrix und vom Brennpunkte 

gleichen Abstand haben. (De- 
finition §. 70. — Mechanische 
Construction Fig. 24.) 

2. Man .trage vom An- 
fangspunkte der Coordinateu 
aus auf der negativen Ab- 
scissenaxe die Strecke 2 p, 
auf der positiven eine be- 
liebige Abscisse x ab und 
nehme die so gelegene ganze 
Linie x-\-2p zum Durch- 
nteßer eines Kreises. Der 
Abschnitt, den dieser Kreis 
auf der Grdinatenaxe her- 
vorruft, ist die zu x gehörige 
Ordinate y. 

3. Man trage auf der negativen Abscissenaxe eine Strecke 
ab, die der gewählten positiven Abscisse gleich ist, und nehme 
den Endpunkt jener Strecke zum Peripheriepunkte eines Kreises, 
der steinen Mittelpunkt im Brennpunkte hat. Das Perpendikel 
im Endpunkte der positiven Abscisse schneidet den Kreis in 
zwei Parabelpunkten. 

4. Man construire ein rechtwinkliges Dreieck, dessen 
Katheten vom Anfangspunkte der Coordinateu ausgehen. Der 
Endpunkt der einen Kathete soll auf einer geraden Linie 
liegen, die im Abstande — 2 p parallel zur Grdinatenaxe ge- 
zogen ist, die Hypotenuse soll parallel zur Abscissenaxe sein. 
Der Endpunkt der zweiten Kathete liegt auf der Parabel. 

Anwendung der Parabel-Construction. Problem von Delos. 

. • §• .79. 

Aufgabe. Die gemeinschaftlichen Punkte der Parabel 
(1) ‘ iß = 2 px 

und der geraden Linie 
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(2) y — in x — (- b 
zu bestimmen. 

Auflösung. Für die gemeinschaftlichen Punkte gelten 
die Gleichungen (1) und (2) gleichzeitig. Man hat also 

(3) m 2 x 2 -j- 2 (wi b — p) x -{- b 2 — 0. 

Ist m ^ 0, so ergeben sich zwei gemeinschaftliche Punkte, 
nemlich 

p — mb — j/p (p — 2 m 6) 

Xi ~ m 2 ~~ 

_ p—Vp(p — 2mb) 

2/t - m 

Die Coordinaten (x.,, y 2 ) des zweiten Punktes finden sich aus 
(sep »/,), indem, man die Quadratwurzel mit positivem Zeichen 
nimmt. 

Wann sind die gemeinschaftlichen Punkte reell und ge- 
trennt, — wann reell und zusammenfallend, — wann nicht 
reell? 

Geometrische Bedeutung : Man fälle aus dem Brennpunkte 
der Parabel ein Perpendikel auf die gerade Linie. Der Fuß- 
punkt liegt, auf der Seite der 


Fig. 25. 



positiven Abscissen im ersten 
Falle, — in der Ordinatenaxe. 
im zweiten Falle, — auf der 
Seite der negativen Abscissen 
im dritten Falle (Fig. 25). 

Ist m — 0, so geht die Glei- 


cllUB 

ig (3) über 

in 


(4) 

1 2 p 

b 2 ~ 

1 

X 

== o, 

und 

man erhält 


- 


b 2 




X ' ~ 2p’ 

2/i 

= b , 


x 2 = oo, 

2/2 

= b. 


' Der erste Schnittpunkt ist reell und liegt im Endlichen, der 
zweite liegt in unendlicher Entfernung. Die gerade Linie 
läuft in diesem Falle parallel zur Axe. 
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Abschnitt V. Parabel, Ellipse, Hyperbel. 


§• 80. 

Aufgabe. An die Parabel [§. 79 (1)] eine Tangente zu 
legen, wenn der Berührungspunkt (a - ,,- y f ) gegeben ist. 

Auflösung 1. Die gerade Linie (2) des vorigen Para- 
graphen ist Tangente, wenn p — 2 mb = 0. Es ist dann 

p — mb ■' b 
x. = , = — -> 

1 m l m 



Hieraus bestimmen sich m und b, und die Gleichung der 
Tangente wird 

(1) yy l =p ( ai + x,). 

Auflösung 2. Man wähle auf der Parabel außer dem 
gegebenen Berührungspunkte einen zweiten Punkt (tc 2 , y 2 ) 
und lege durch beide eine Secante. Die Gleichung ist 

( 2 ) y — y i — (* — ® i )• 

Aus den beiden Bedingungsgleichungen, welche ausdrücken, 
daß die Schnittpunkte auf der Parabel liegen, ergibt sich 

y 2 ~ y i = 2 p 

*2 — *1 2/2 + y\ 

Dies ist in (2) einzusetzen. Die Secante wird zur Tan- 
gente. wenn x 2 — a;,, y 2 =y ,. Dadurch geht die Gleichung 
über in 

( 3 ) y- — y t = P (x *,), 

y i 

die sich leicht auf die Form, (1) bringen läßt. 

§. 81. 

Aufgabe. Die Gleichung der Normale des Punktes 
(x | , y j ) der Parabel zu finden. 

A uflösung. y — y , = — (x — *,). 

§. 82. 

Aufgabe. Die Länge der Tangente, der Subtangeute, 
der Normale, der Subnormale zu bestimmen. 
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Auflösung. Unter der Länge der Tangente, resp. der 
Normale versteht man die Strecke der betreffenden Linie von 
dem Curvenpunkte bis zum Durchschnitt mit der Abscissen- 
axe. Die Subtangente, resp. die Subnormale .ist die Projec- 
tion der Tangente, resp. der Normale auf der Abseissenaxe. 
Es findet sich 

Tang. = 2 y x y (*, -f- p ), Subtg. = 2a:,, 

Norm. = \ (a:, "4" *v p)i Subnorm. = p. 

Die Formeln für die Subtangente und die Subnormale 
geben Anlaß zu geometrischen Constructionen der Tangente, 
wenn der Berührungspunkt gegeben ist. 

§• 83. 

Lehrsatz. Die Tangente der Parabel 
schließt mit der Abseissenaxe und mit dem 
Brennstrahl des Berührungspunktes gleiche 
Winkel ein. 

Beweis. Der Brennstrahl hat die 
Länge a:, -J- ^ p (§. 77), und ebenso lang 

ist die Strecke der Abseissenaxe vom Brenn- 
punkte bis zum Durchschnitt mit der Tan- 
gente. 

Tangenten-Construction. Anwendung : 
Blendlaterne. Brennspiegel. (Fig. 26.) 

§• 84. 

Aufgabe. Von einem beliebigen Punkte (a:,, y,) aus 
an die Parabel Tangenten zu legen. 

Auflösung 1. Man bezeichne die unbekannten Coor- 
dinaten des Berührungspunktes mit (5, r t ). Dann hat man 
die Gleichungen 

(1) ijr i = p(x-\ r £), 

( 2 ) • -H)> 

(3) . r l ‘ 1 =2pl 
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Abschnitt V. Parabel, Ellipse, Hyperbel. 


Was bedeutet jede dieser Gleichungen? Aus (1) und (2) 
ergibt sich je eiji Wert für % und r ( . Durch Einsetzung in 
(3) findet man 


(4) 


y — y\ 

X X 4 


Vi 


Vy\ - 

2x, 


2i 


v x \ 


Auflösung 2. Das aus dem Brennpunkte auf die Tan- 
gente gefällte Perpendikel hat die Gleichung 


(5) 


2 x , 


~ 9 P 


V\ ±Vy\ — '2px , 


Für den Fußpunkt gelten die Gleichungen (4) und (ö) 
gleichzeitig. Man erhält durch Multiplication ein Resultat', 
das sich schreiben läßt 

(6>'(*_^)’+ (,_ *„)*_ (to)’+ (*•)’. 

Dies ist die Gleichung 
eines Kreises , dessen 
Durchmeßer den Brenn- 
punkt mit dem Punkte 
(atj, ?/,) verbindet. Ein 
zweiter Ort des Fuß- 
punktes ist nach §. 71) 
die y Axe. Geometrische 
Construction (Fig. 27). 

Die beiden Tangenten 
[Gleichung (4)] sind reell 
und getrennt, — oder 
reell und zusammen- 
fallend, — oder nicht 
reell. Kriterium für jeden dieser Fälle. 



§• 85. 

Aufgabe. Die Polare des Punktes (sc,, y x ) in Bezie- 
hung auf die Parabel zu finden. 

Auflösung. yy x = p (x-f*,). • 

Wo liegt die Polare des Brennpunktes? 
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§. 86 . 

Lehrsatz* Die Polare eines Punktes, der auf einer ge- 
raden Linie liegt, geht durch den Pol dieser Linie. 

. Beweis wie §. 55). 

. §• 87. 

Durchmeßer. Unter einem Durchmeßer versteht man 
eine gerade Linie, welche eine Schaar paralleler Sehnen hal- 
birt. Um zu untersuchen, ob es außer der Axe noch andere 
Durchmeßer gibt, verlegen wir den Anfangspunkt in den Punkt 
(«, b) der Curve und bezeichnen mit a und resp. ß die Winkel, 
welche die neuen Axen der \ ünd resp. r ( mit der alten x Axe 
einschließen. Dann ergibt sich 

(1) (£ sin ol — [— vj sin ß = 2p(£ cos a -j-r, cos ß -f- a) 

als neue Gleichung der Parabel. Man löse die Klammern 
und beachte, daß b- = 2p a. Soll die neue Axe der ; die 
Sehnen halbiren , welche zur Axe der r, parallel laufen , so 
muß die Gleichung (1) in die Form 

(2) tf = 2 Pl e 

übergehen. Dazu ist nötig und hinreichend 

(3) sin a = Ö, 

(4) • p cos ß — b sin ß = 0. 

Die Axe der £ (der Durchmeßer) ist also parallel zur Axe 
der Parabel. Die Axe der r, fällt in die Tangente des neuen 
Anfangspunktes. Man findet 


2. Die Ellipse. 

§• 88 . 

Umformung der Gleichung. Die Gleichung (6) des 
§. 76 läßt sich in die Form bringen 

(t) iß = (1 — s 2 ) g(-j- ^ s - 2 - — «;)• 

Wir setzen zur Abkürzung 

© T^r = -l4r = » 

und beachten, daß für die Ellipse e < 1 ist. 
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Die Ordinate y wird 0 für x — 0 und für x = 2a. Halter 
empfiehlt es sich, den Anfangspunkt der Coordinaten um die 
Strecke.« auf der Abscissenaxe zu verschieben, also zu setzen . 
pe = | + «, y = r ( . 

Schreibt man noch r ( 2 — b 2 für ; —.0, so wird aus (1) 

S 2 T , 2 

■ ( 3 ) ' + o. 

Zwischen a und b und den früher gebrauchten Constanteu 
hat man außer der Gleichung (2) noch die Beziehung 

(4) 6 2 = a 2 (l — e 2 ) — -J*- = pa. 


Der Brennpunkt hat die Coordinaten 

(5) äj — ÖE. Tj — 0. 

Die Gleichung der Directrix ist 

(6) 5 = * • 

ae nennt man die lineare, e die numerische Excen- 
tricitiit. 


Aufgabe. 


• §■ 89. 

Den Lauf der Ellipse zu untersuchen mit 


Hülfe der Gleichung 
( 1 ) 


+ TT-1 =°- 


Auflösung. Reelle Ordinalen sind nur vorhanden für 
a > x > — a, reelle Abscissen nur für b >_y > — b. Für 
x — + a ist y — 0. Für ?/ = + 6 ist x = U. Die Ordinate 
hat den größten Zahlwert für a: = 0 und nimmt ab mit dem 
zunehmenden Zahlwert der Abscisse. Die Abscisse hat den 
größten Zahlwert für y — 0 und nimmt ab mit dem zuneh- 
menden Zahlwert der Ordinate. 

Jede der Coordinatenaxen halbirt die Sehnen, die zu der 
andern parallel laufen (Axen der Curve: große, kleine Axe). 

Jede Sehne, die durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
geht, wird in diesem halbirt ( Durchmeßer, Mittelpunkt). Man 
erkennt dies am leichtesten, indem man in (1) Polar -Coor-' 
dinaten einführt: x — r cos 'f, y ~ r sin <p. Man erhält 
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( 2 ) 


b 2 


1 


COS ’i‘ 


Läßt man cp von 0 bis 2 - wachsen, so zeigt sich, daß r 
durchaus endlich und stetig verläuft. Maximum = a, Mini- 
mum = ‘b. 

Da die Curve symmetrisch zu beiden Axen liegt, so gibt 
es einen zweiten Brennpunkt 

(3) x — -fas, y = 0 
und eine zweite Directrix 

(4) * _ -Li. 


Für s = 0 ist die Ellipse ein Kreis. 


§. 90. 

‘ Aufgabe. Die Länge der Brennstrahlen eines Punktes 
der Ellipse zu finden. 

Auflösung. Bezeichnet man die Brennstrahleu mit z, 
und z 2 , so findet sich 

z l = a — £ x, 
z 2 = a s x. 

Die Rechnung gibt z\ — (« — sac) 2 , z\ — (a -f- zx) 2 . 
Warum hat man den ausgezogenen Quadratwurzeln das posi- 
tive Vorzeichen zu geben? 

Die Summe der Brennstrahlen ist constant' und 
zwar gleich der großen Axe. 


§• 91. 

Constructionen der Ellipse. 1. Man schlage mit 
der halben großen Axe als Radius einen Kreis und verkürze 
die Ordinaten in dem Verhältnisse b : a. 

2. Über der Grundlinie 2 a s construire man Dreiecke, 
bei denen die Summe der Scheitelseiten =2 a ist. Die 
Spitzen dieser Dreiecke liegen auf der Ellipse. (Mechanische 
Construetion.) 

3. Man schlage zwei concentrische Kreise mit den Ra- 
dien a und b. Man ziehe vom Mittelpunkte in beliebiger 
Richtung einen Strahl und lege durch die Schnittpunkte auf 
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dem kleinen und resp. dem großen Kreise zwei gerade Linien 
parallel zur Axe der x und resp. der y. Diese Linien schneiden 
sich auf der Ellipse. 

4. Eine gerade Linie von der Länge a -f- 6 bewegt sich 
so, daß ihre Endpunkte stets auf den Coordinatenaxen liegen. 
Der Punkt der Linie, welcher von den Enden die Abstände a 
und resp. b hat, beschreibt die Ellipse. 

5. Manconstruire 
aus den Seiten a 
und t> zwei Recht- 
ecke o A , Cj B , und 
oA 2 C 2 B t , welche 
die Seite oB l =b 
gemeinschaftlich ha- 
ben. Man wähle auf 
oß, den Punkt D 
und auf C l B l den 
Punkt E so, daß 
oß:oB, = Cjß: 6’,ß,. Die geraden Linien A 2 D und A y E 
schneiden sich auf der Ellipse (Fig. 28). 


Flg. 28 . 
Bi 


K 



° . ^ 

1 

o 





§• 92. 


( 1 ) 


Aufgabe. Die gemeinschaftlichen Punkte der Kllipse 

-T + TT— 1=° 
a 2 b 2 


und der geraden Linie 

(2) y — mx-}- q 

zu bestimmen. 


Auflösung. Es gibt zwei gemeinschaftliche Punkte. 
Warum? 


( 3 ) 


— + |Xa 2 m 2 -|- b‘ x — q 2 

a 2 m 2 -j- b- 

b 2 q + m ab ]/"« 2 m 2 -}- b 2 — q 2 
a 2 m 2 -|- b- 


Man bezeichne die Werte mit (as , , y { ) und resp. (x. 2 , y. 2 ). 
Die Punkte sind reell und getrennt, oder reell und zusammen- 
fallend, oder nicht reell, je nachdem 
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< i 4“ w 2 

* # 

4 / (|2 * 

ist. Man beweise, daß l ■ •— s- die Projection der.Excen- 

' 1 -f- m 2 

• ' ' Q 

tricität auf der Tangente und ~ v — — — — der Abstand der 

Y l + m 2 

Tangente vom Mittelpunkte der Ellipse ist. Danach tritt der 
erste, oder der zweite, oder der dritte Fall ein, je nachdem 
das aus dem Brennpunkte auf die gerade Linie gefällte Per- 
pendikel dieselbe innerhalb, oder auf der Peripherie, oder- 


Fig. 29. 



außerhalb eines Kreises schneidet, der mit dem Radius a um 
den Anfangspunkt als Centrum beschrieben ist (Fig. 29). 

§• 93. 

Aufgabe. An die Ellipse [§. 92 (1)] eine Tangente zu 
legen, wenn der Berührungspunkt (a;,, y j) gegeben ist. 
Auflösung 1. Vgl. §. 80, Aufl. 1. 

— a 2 mq b 2 q 

X ' a 2 in 2 -j- b 2 ' ^ 1 a 2 m 2 -}- b 2 

Hieraus (1) m — — ~ 

« 2 y i 


5* 
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Dies ist in die Gleichung y — y , = m (x — x , ) eiifzu- 
setzen. ' Nacli gehöriger Reduction ergibt sich 

•( 2 ) • ^ + 

als Gleichung der Tangente. ’ * * 

Aufjösung 2. Vgl. §.80, Aufl. 2. * v 

§• 94 . * 

Aufgabe. Die'Gleichung.der Normale des Punktes (cc ,,*/,) 
der Ellipse zu finden. 


Auflösung. 


V\ 


, y_i 

b 2 x | 


(*— *i)- 


§■ 95. * . 

Aufgabe. Die Länge der Tangente, der Subtangente, 
der Normale, der Subnormale zu bestimmen. 

Auflösung. 

Tang. — — ]/ (u ’ — x'\) (a 2 — e 2 jcJ), Subtg. — 


x. 




Norm. = — l/a 2 — s 2 xf, Subnorm. = 

a 1 a 2 


§. 96. ' • ' 

Aufgabe. Die Winkel zu bestimmen, welche die Nor- 
male der Ellipse mit 
.den Brennstrahlen 
einschließt (Fig. 30). 

Auflösung. Die 
Brennstrahlen z t u. . 
z 2 sind die Scheitel- 
seiten eines ' Drei- 
ecks, dessen Grund- 
linie von der trans- 
versalen Normale N 
in die beiden Ab- 
schnitte ( a — eic,)e 
und (« — J— e a? , ) s zer- 
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legt wird. Diese Abschnitte verhalten sich wie z t : z t . Daher 
halbirt die Normale den Winkel der Brennstrahlem 
Bezeichnet man den halben Winkel mit 7 , so findet sich 

N 2 -}- (a — iSj ) 2 (1 — e 2 ) p 

~~N' 


cos y 


2 N(a — ex,) 

Mit Hülfe dieses Winkels ist es leicht, die Länge der 
Perpendikel F l G i , h\ G 2 zu berechnen, welche aus den Brenn- 
punkten auf die Tangente gefällt werden. Man findet 
G t = z , . cos 7 , F 2 (?2 = a 2 cos Y» 

und hieraus 


F { G, -f- F 2 G 2 = 2 a cos 7 = — = 


2 6 2 
N 


F, G x . F 2 G 2 = = ^ 

(Harmonische Teilung.) . 

Anwendung. Wärme- oder Lichtstrahlen, welche von 
dem einen Brennpunkte ausgehen, werden von einem elliptisch 
gekrümmten Spiegel nach dem andern Brennpunkte reflectirt. 


§• 97. 

Aufgabe. Von einem beliebigen Punkte («,, _?/,) aus 
an die Ellipse Tangenten zu legen. 

Auflösung 1 . Man bezeichne die Coordinaten des Be- 
rührungspunktes mit (5, r ( ). Dann hat man die Gleichungen 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


i« 1 
o 2 r 6 2 

1 

« 2+62 1 
E2 -2 

> + -2r- 1 = o. 


0 , 

0 , 


)Vas bedeutet jede dieser Gleichungen? Aus (1) und (2) 
ergibt sich je ein Wert für $ und r ( . Durch Einsetzung in 
(3) findet man 


(4) 


y 

X 


y 1 

a;. 


— X \V\ + 
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Auflösung 2. Das aus einem Brennpunkte auf die Tan- 
gente gefällte Perpendikel hat die Gleichung 


( 5 ) 


y 


ae 


x i */i 


abY X 


> _i_ y l 
* • b* 


i 


Für den Fußpunkt gelten die Gleichungen (4) und (5) gleich- 
zeitig. Durch Multiplication erhält man ein Resultat, das 
sich schreiben läßt 


(6) (x 


/ 1 x 2 


r+iy-h-r-c-^r+m 


Dies ist die Gleichung eines Kreises, dessen Durchmeßer 
den betreffenden Brennpunkt mit dem Puukte (x,, y,) -ver- 
bindet. Ein zweiter Ort des Fußpunktes ist nach §. 92 der 
der Ellipse umschriebene Kreis. Geometrische Construction 
(Hg. 31). -FiR. 31. 



Die beiden Tangenten [Gleichung (4)] sind reell und ge- 
trennt, — oder rell und zusammenfallend, — oder nicht reell. 
Kriterium für jeden dieser Fälle. 

§. 98. 

Aufgabe. Die Polare des Punktes ,(x,, y,) in Beziehung 
auf die Ellipse zu finden. 

Auflösung. 1=0. 
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Wo liegen die Polaren der Brennpunkte? Wo liegt die 
Polare des Mittelpunktes? 

§• 99. 

Lehrsatz. Die Polare eines Punktes, der auf einer ge- 
raden Linie liegt, geht durch den Pol dieser Linie. 

Beweis wie §. 59. 

§. 100 . 


Conjugirte Durchmeßer sind zwei solche Durchmeßer, 
von denen jeder die zu dem andern parallelen Sehnen halbirt. 
Um zu untersuchen, ob es außer den Axen noch andere Paare 
conjugirter Durchmeßer gibt, legen wir durch den Mittelpunkt 
ein neues Coordinatensystem (£ , r ( ), dessen Axen mit der 
Richtung der positiven x die Winkel * und resp. ß ein- 
schließen. Dadurch geht die Gleichung der Ellipse 


( 1 ) 


*2 y'i 
«2 + 62 


1=0 


in folgende über: 


Ü _L V i o(J ü 0S * CQS P I sin g sin P \ _ n 

«i ~ ^ + 6 2 ' 1 ~ °' 

Dabei ist zur Abkürzung geschrieben 


(2) 

cos a 2 . 

sin a 2 

1 

a 2 

6 J ~ 

«? 

(3) 

cos ß 2 . 

sin ß 2 

1 


6 2 — 

6F 


Sollen die neuen Coordinatenaxen conjugirte Durchmeßer 
sein, so muß in der neuen Gleichung der C’urve der Factor 
von 2 ; r t gleich Null sein. 

. . cos a cos ß sin a sin ß n 

' «2 I . J2 " — a 


( 5 ) 


Die Gleichung der Ellipse lautet dann 

il+V_i = 0 

+ K 


Geometrische Bedeutung von a, und 6,. Aus der Glei- 
chung (4) geht hervor, daß man einen der beiden Winkel a 
und ß beliebig wählen kann. Der andere ist dann eindeutig 
bestimmt. Der eine liegt im ersten, der andere im zweiten 
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Quadranten. Warum? Der neue Coordinatenwinkel ß — a 
liegt zwischen und tt. Denn es ist 


tg (P 


. & 2 a 2 tg a 2 

a) ~~~ (a 2 ~6 2 ) tg «’ 


Der spitze Nebenwinkel von (ß — a) ist am kleinsten, 
wenn tg a — — genommen wird. 

Aus den Gleichungen (2) und (3) folgt 

(6) a 2 -}- b* = a] -f- 

(7) ab = a, 6, sin (ß — a). 

Geometrische Bedeutung. 


§• 101. 

Aufgabe. An die Ellipse, deren Gleichung [§. 100 (5)] 
auf conjugirte Durehmeßer als Coordinatenäxe bezogen ist, 
im Punkte (; t , r n ) eine Tangente zu legen. 

Auflösung. — :i- 4- — 1 = 0. 

a] ' b\ 

Nimmt man r u = 0, = + a,, so reducirt sich diese 

Gleichung auf 

5 = + «i- 

. Nimmt man £ , = 0, r u = + 6, so erhält man 
r l — ± b r 

D. h. die Tangenten in den Endpunkten eines Durch- 
meßers laufen dem conjugirten Durehmeßer parallel. 
Tangenten - Construction. 


§. 102 . 

Aufgabe. Die Gleichungen der beiden Sehnen aufzu- 
stellen, welche von einem beliebigen Punkte der Ellipse nach 
den Endpunkten der großen Axe gezogen sind. (Supple- 
mentarsehnen.) 


( 3 ) 


Auflösung. (1) y — y l —m l (x — aj,), 

( 2 ) y — y , = m 2 (* — ®j), 

m = (4) m 2 = — 

1 a — x t z a-\-x y 
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Aus (3) und (4) folgt • 

— 1 )\ 62 

d. h. Supplementarsehnen laufen zu zwei conjugirten 
Durchmeßern parallel. 

Aufsuchung des Durchmeßers, der einem gegebenen con- 
jugirt ist. 

3. Die Hyperbel. 


§• 103. 

Umformung der Gleichung. Die Gleichung (6) des 
§. 76 läßt sich in die Form bringen 


(1) iß = (e 2 —l)x (^ZTI + *)' 

Wir setzen zur Abkürzung 


( 2 ) 




und beachten, daß für die Hyperbel e > 1 ist. 

Die Ordinate y wird ü für x = 0 und für x — — 2 n. 
Daher empfiehlt es sich, den Anfangspunkt der Coordinaten 
um die Strecke — a auf der Abscissenaxe zu verschieben, 
also zu setzen 


x = t — a, y — Tj. 

Schreibt man noch r ( = + 6 ]/ — 1 für $ — 0 , so wird 
aus (1) 

E2 T 2 

(3) — i =0 . 


Zwischen a und 6 und den früher gebrauchten C-onstanten 
hat man außer der Gleichung (2) noch die Beziehung 

(4) 62 ^ «2 ( e 2 - 1) = -/~ Y — pa. 

Der Brennpunkt hat die Coordinaten 

(5) . l—ae, .7j = 0. 

Die Gleichung der Directrix ist 


(6) 




ae ist die lineare, e die numerische Excentricität. 
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§■ 104 . 

Aufgabe. Den Lauf der Hyperbel zu untersuchen mit 
Hülfe der Gleichung 

( 1 ) 


ff 2 

* y _i — o 

«2 6 2 1 U - 


Auflösung. Reelle Ordinaten sind nicht vorhanden für 
a > x > — a. Für x — + <* ist y — 0. Für x > -f- a und 
für x <G — a (d. h. kürzer für x- a 2 ) ergeben sich zwei 
reelle Ordinaten, die einander entgegengesetzt gleich sind. Ihr 
Zahlwert wächst mit dem zunehmenden Zahlwert der Abscisse. 
Jede der Coordinatenaxeu halbirt die Sehnen, die zu der an- 
‘ dem parallel laufen (Axen der Curve: Hauptaxe, Nebenaxe). 
Jede Sehne, die durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
geht, wird in diesem halbirt (Durchmeßer, Mittelpunkt). Man 
führe Polar -Coordinaten ein: x — r cos <p, y — r sin cp. Da- 
durch wird aus (1) 

( 2 ) r 2 = ~ b \ 

1 — s- cos <p z 

Zu jedem y gehören zwei entgegengesetzt gleiche Werte von 
r, die aber nur reell sind, so lange 

COS '? 2 >^T2- 

Die Länge des Radius vector wächst mit dem zunehmenden . 
Winkel. Der kleinste Radius vector hat die Länge a für <p == 0. 

j ^ 

Der größte ist unendlich groß für cos ® == • Er 

fe r y a t_^ h ■> 

berührt die Curve in unendlicher Entfernung. 

Eine gerade Linie,, die nicht durchweg im Unendlichen 

verläuft, und die eine Curve in unendlicher Entfernung 

berührt, heißt eine Asymptote. Die Hyperbel hat zwei 

Asymptoten 

b 1 

( 3 ) y = ±— *• 

Geometrische Construction. 

Da die Curve symmetrisch zu beiden Axen liegt, so gibt 
es. einen zweiten Brennpunkt 

(4) x — — a s , y = 0 
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und eine zweite Directrix 

( 5 ) 


— a 


e 


§. 105. 

Aufgabe. Die Länge der Brennstrahlen eines Punktes 
der Hyperbel zu finden. 

Auflösung. «,= + ( zx — «), 

z 2 = Hb (s x -|- o). . 

Das obere Zeichen gilt, wenn x positiv, das untere, wenn x 
negativ ist. Warum? 

Die Differenz der Brennstrahlen ist constant und 
zwar gleich der Hauptaxe. 

§• 106. ‘ 

Constructionen der Hyperbel. 1. Man lege eine 
Folge von Punkten fest, deren Abstände von der Directrix 
und vom Brennpunkte sich verhalten wie 1 : e für e > 1. 
(Definition §. 76. — Mechanische Construction. Fig. 32.) 


Fig. 32. 
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2. Über der Grundlinie 2 az construire man Dreiecke, 
bei denen die Differenz der Scheitelseiten = 2 a ist. Die 
Spitzen dieser Dreiecke liegen auf der Hyperbel. 

3. Man construire zwei congruente Rechtecke oA l C,B l 
und oA 2 C 3 B 2 , so daß oA t = oA 2 = a, oB t == oB 2 — 6 
ist, und daß oA 2 die Rückverlängerung von o-dj, oB 2 die 
Rückverlängerung von oB t bildet. Man wähle auf oß 2 den 
Punkt B und auf C { B , den Punkt E so, daß oD:oB 2 = 
CyE: 6’j B v Die geraden Linien A 2 D und A { E schneiden 
sich auf der Hyperbel (Fig. 33). 


Fig. 33. • 



4. Man zeichne die Asymptoten und wähle auf einer der- 
selben einen beliebigen Punkt, dessen Coordinaten x und y 
seien. Die Ordinate y gehört zu einem Hypferbelpunkte, dessen 
Abscisse £ = ]/a 2 -j- x'- ist. ■ 


§. 107. 


Aufgabe. Die gemeinschaftlichen Punkte der Hyperbel 

r,.2' 

1 =0 
a l 

und der geraden Linie 


( 1 ) 


y- 

62 


(2) . y = mx-\-q 

zu bestimmen. 
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Auflösung. Es gibt zwei gemeinschaftliche Punkte, 
deren Absaissen die Wurzeln* der quadratischen Gleichung sind 
(3) (« 2 m- — fc 2 ) *2 J|_ 2 a * m q x -f a 2 (? 2 -f- &3) = 0. 

Erstens sei a 2 m 2 — b-^\.0, d. h. die Linie (2) zu 
keiner der Asymptoten parallel. Dann fiinjet sich 
— a-mq + ab\f — a 2 »» 2 i 2 q- 

< 4 ) 

y 


• a 2 m 2_^i 

— ,^ 2 ? i w « 6 — a 2 «* 2 -j- 6 2 -f- q- 
a 2 wi 2 — b- 


Man bezeichne die Werte mit (x , , y/ , ) und resp. (,t 2 , yo). 
Di 9 Punkte sind reell und getrennt, oder reell und zusammen- 
fallend, oder nicht reell, je nachdem , 

<q 2 + 6 2 + g 2 

> 1+m 2 ' 

Geometrische Bedeutung. (Fig. 34.) Vgl. §. 92. 


Pi«. 34. 



Zweitens sei n 2 »» 2 — b- = 0, d. h. die Linie (2) par- 
allel zu einer der Asymptoten. Dann wird aus (3) 

+ + 

und es findet sich 
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q 2 l 12 q 2 _■ J2 

**=“.2 mg "' ' y '= r W ~’- 

x 2 = 00, y 2 =*=r 00. . 

Der erste Punkt liegt im Endlichen , wenn q ^ 0 f der 
zweite liegt im Unendlichen. Beide Punkte sind immer reell. 
Für q — 0 fällt die Linie (2) mit einer der Asymptoten zu- 
sammen. . 

§. 108. 

Aufgabe. An die' Hyperbel [§. 107 (1)] eine Tangente 
zu legen, wenn der Berührungspunkt (x,, gegeben ist. 

Auflösung 1. # Vgl. §. 93, Auf!. 1. . 


yjh 

b 2 


- 1 = 0 . 


Auflösung 2. Vgl. §. 93 und §. 80, Aufl. 2. 


§. 109. 

Aufgabe. Die Gleichung der Normale des Punktes 
(x,, y | ) der Hyperbel zu finden. 

Auflösung, y ~y t = — ^ 2 y J-(x — x x ). 


§. 110. 

Aufgabe. Die Länge der Tangente, der Subtangente, 
der Normale, der Subnormale zu bestimmen. 

Auflösung. 

Tang. = 1 V(xJ — a 2 )(e 2 x 2 — «*), Subtg. — a — 1 , 

*1 x \ 

Norm. = — W x? — a 2 , Subnorm. = - ? 1 . 
a 1 a 

§• Hl- 

Aufgabe. Die Winkel zu bestimmen, welche die Tan- 
gente der Hyperbel mit den Brennstrahlen des Berührungs- 
punktes einschließt. 

Auflösung. Die Brennstrahlen z , und « 2 sind die 
Scheitelseiten eines Dreiecks, dessen Grundlinie von der trans- 
versalen Tangente T in die beiden Abschnitte ,+ s (ex, — a ) 
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und + e (sx, -f- a) zerlegt wird. Daher halbirt die Tan- 
gente den Winkel der Brennstrahlen. Bezeichnet 
man den halben Winkel mit 7, so findet sich 


sin 7 


P 

N 


Sind F x G , , l\ G 2 die aus den Brennpunkten auf die 
Tangente gefällten Perpendikel, so findet man (vgl. §. 96) 

F { G , = s, . sin 7, F 2 (? 2 = *•> • sin T> '■ 
folglich X2A2 

F t G x — F 2 G 2 ~ + 2a sin 7 = — , 


F' G \ - F 2 G 2 — (s 2 x* — a 2 ) 


b\ 


(Harmonische Teilung.) 


§. 112 . 

Aufgabe. Von einem beliebigen Punkte (xj, y x ) aus 
an die Hyperbel Tangenten zu legen. 

Auflösung 1. Vgl. §.97. Es ist nur & 2 mit — b- zu 
vertauschen. Man findet 


( 1 ) 


V\ 

x. 


-x xyi ±ab]/-{^-^-\) 


1.2 


Fig. 35. . 



Auflösung 2. (Fig. 35.) Der Fußpunkt des aus dem 
Brennpunkte auf die Tangente gelallten Perpendikels liegt 
auf dem Kreise 
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außerdem aber auf dem Kreise vom Radius a , dessen Mittel- 
punkt im Anfangspunkte der Coordinaten. 

Die beiden Tangenten [Gleichung (1)] sind reell und ge- 
trennt, — oder reell und zusammenfallend, — oder nicht 
reell. Kriterium für jeden dieser Fälle. 

J> 

§. 113. 

Aufgabe. Die Polare des Punktes (iCj, _</, ) in Beziehung 
auf die Hyperbel zu finden. 

Auflösung. XX .} — 1=0. 

a- b i 

Wo liegen die Polaren der Brennpunkte? Wo liegt die 
Polare des Mittelpunktes? 


§■ H4. 

Lehrsatz. Die Polare eines Punktes, der auf einer 
geraden Linie liegt, geht durch den Pol dieser Linie. 

Beweis wie §. 59. 

§. 115. 

Conjugirte Ourchmeßer. Vgl. §. 100. Die durch 
den Mittelpunkt der Hyperbel gelegten neuen Axeu der ; und 
der r, sollen' mit der Richtung der positiven x die Winkel a 
und resp. ß einschließen. Die neue Gleichung der Hyperbel wird 


S 2 


(1) , -h-Jf -i = °, 

a, b { 

wenn die Bedingung erfüllt ist 

( 2 ) 

und zur Abkürzung geschrieben wird 


cos a cos ß sin a sin ß 

j~n U 

a- 0“ 


(3) 

(4) 


cos a 2 
a- 

cos ß 2 


sin a 2 
b- ~ 

sin ß 2 

~ w~ 


bl 

I 
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Aus der Gleichung (2) geht hervor, daß man einen der 
Winkel n und ß beliebig wählen kann. Der andere ist dann' 
eindeutig bestimmt. Sie liegen entweder beide im ersten 
Quadranten oder beide im zweiten. Nimmt man a im ersten 

Quadranten so, daß tg a < — ist, so liegt auch ß im ersten 
Quadranten, aber es ist tg ß >t — . Die Axe der £ schneidet 

OL 

also die Hyperbel, die Axe der r t trifft sie nicht in reellen 
Punkten. und b , sind dann reell. Geometrische Bedeu- 
tung von a, und b t zufolge der Gleichung (1). 

Der neue Coordinatenwinkel ß — a ist größer als 0 und 

höchstens = 

Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt 

(5) a 2_ 12 = a * —l*, 

(6) aii = a, sin (ß — a). 

Geometrische Bedeutung. 

§. 116. 

Aufgabe. An die Hyperbel, deren Gleichung [§. 115 (1)] 
auf conjugirte Durchmeßer als Coordinatenaxen bezogen ist, 
im Punkte (£,, r (1 ) eine Tangente zu legen. 

Auflösung. — ^ 1=0. 

a 2 o 2 

t i 

Die Tangenten in den Endpunkten eines Durch- 
meßdrs laufen dem conjugirten Durchmeßer parallel. 
Vgl. §. 101. — Tangenten- Construction. 


§. 117. 

Aufgabe. Die Gleichungen von zwei Supplementar- 
sehnen aufzustellen (§. 102). 

Auflösung. (1) y — y, = »i, (sc — x,), 

( 2 ) V— y\ = m 2 (x — x,), 


(3) 


vi,- — 


— y\ 

a — x . 


(4) 


_ y i 

a -f- SC| 


Aus (3) und (4) folgt 
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— y\ _ b 1 - 


d. h. Supplementarselmen laufen zu zwei conjugirten 
Durchineßern parallel. 

Aufsuchung des Durchmeßers, der einem gegebenen con- 
jugirt ist. 

§. 118. . 

Aufgabe. Die Gleichungen der Asymptoten aufzustellen, 
wenn zwei conjugirte Durchmeßer zu Coordinatenaxen ge- 
nommen sind. 

Auflösung. -y- — + — — • 

; a , 


• §■ 1 19 . 

Aufgabe. Die Gleichung der Hyperbel herzustellen, wenn 
die Coordinatenaxen in die Asymptoten gelegt werden. 
Auflösung. 

/ 5 cos oc -f- 7j cos ß \ 2 / l sin a -}r.7, sin ß \ 2 _I < 


\ a J \ b ) 

O a ■ • O b 

^ |/ a 2 -j-6 2 r ]/a 2 + 6 2 

Daraus 

( 1 ) 4 - r t — <i 2 e 2 . 


Übungsaufgabe. Mit Hülfe von Parabel und Hyperbel 
das Problem von Delos zu lösen. 


§. 120 . 

Lehrsatz. Wenn eine gerade Linie die Hyperbel schneidet, 
so haben die Strecken, welche die Curve einerseits, -die Asym- 
ptoten andererseits auf ihr abschneiden, denselben Mittelpunkt. 
Beweis. Für die gemeinschaftlichen Punkte der Hyperbel 

(1) 4 5 r ( = a 2 e 2 
und der geraden Linie 

(2) — -f — 1 = 0 

' w q 

gelten die Gleichungen (1) und (2) gleichzeitig. Bezeichnet 
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man die Coordinaten dieser Punkte mit ($,, r u ) und resp. 
(;•>, t (2 ), so sind ; , und ; 2 die Wurzeln der Gleichung 

a 2 s 2 n 

4 q 

und r (1 , r ( , sind die Wurzeln der Gleichung 




M S + 


0, 


V — m + 


o‘ s J 
4« 


= 0 . 


Daraus folgt 

Si +£ 2 _ T n + ^2 _ 

2 2 ’ 2 2 ' 

Diese Coordinaten des Sehnenmittelpunktes gehören aber 
auch dem Mittelpunkte der Strecke an, welche die Asymptoten 
auf der Linie (2) abschneiden. Hyperbel -Construction. 

§• 121 . 

Lehrsatz. Eine Ellipse und eine Hyperbel, welche die- 
selben Brennpunkte haben, schneiden sich rechtwinklig (Fig. 36). 

Beweis. Die Gleichungen der beiden confocalen Curven 
(auf die Axen bezogen) sind 


« 5+ W-.») - 1 - 0 - 

unter der Bedingung 

(3) ae = A e t = c, s < 1, s, > 1. 

Für die gemeinschaftlichen Punkte gelten die Gleichungen 
(1) und (2) gleichzeitig. Multiplicirt man (1) mit a 2 s 2 , (2) 
mit A 2 e* und subtrahirt, so findet sich für die gemeinschaft- 
lichen Punkte 

( 4 ) 


1 


y 2 (1 — e 2 ) (e* — - 1) 

Man erhält vier gemeinschaftliche Punkte, nemlich («, y), 
( x , — y), ( — x , y), ( — x, — y), wenn man unter x , y solche 
absolute Werte versteht, welche den Gleichungen (1) und (2) 
genügen. Es seien x und Tj die Winkel, welche die Tangente 
der Ellipse, resp. der Hyperbel für den gemeinschaftlichen 
Punkt mit der positiven scAxe einschließen. Dann findet sich 
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( 5 ) 

. 

tgT = -^ 

X 

y 

( 6 ) 

B 2 

X 1 

tgT ‘=;p 

7 “ 


I 1 


c 2 


und durch Multiplication 

tg x . tg Tj = — 1. 

§■ 122 . 

Elliptische Coordinaten. • Die Gleichungen (1) und 

(2) des vorigen Paragraphen laßen sich mit Rücksicht auf 

(3) auch so schreiben 


( 1 ) 

( 2 ) 


' + 


y * 


• A 2 


— 1—0, 

— 1 = 0 . 


Gibt man in diesen Gleichungen den Größen a und A 
beliebige Werte, so aber, daß a > c, c > A und c constant 
ist, so erhält man eine Schaar von Ellipsen und eine Schaar 

von Hyperbeln, 
die alle denselben 
Brennpunkt ha- 
ben. Jede Curve 
der einen Schaar 
wird von den Cur- 
ven der andern 
Schaar rechtwink- 
lig durchschnit- 
ten. Dies liefert 
ein neues merk- 
würdiges System 
von rechtwinkli- 
gen Coordinaten, 
insofern man von irgend einem Punkte der Ebene nur anzu- 
geben braucht, welche Ellipse und welche Hyperbel sich in 
ihm durchschneiden (Fig. 36), - 
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Die Curven zweiter Ordnnng, 


§. 123. 

Aufgabe. Zu untersuchen, unter welchen Bedingungen 
der Ausdruck zweiten Grades 

(1) Ax 2 -My 2 +2Cxy + 2Dx + 2Ey + F 
sich in die Form bringen läßt 

(2) («,* + * l y+ C|) (a 2 * + *2^ + c 2)- 

Auflösung. Man löse in (2) die Klammern. Dann findet 
Übereinstimmung der Ausdrücke (1) und (2) statt, wenn 
aja 2 =^l, a 2 6, -|- a , b. 2 — 2 C, 
b { b 2 —B, c 2 a l -f- c, a t = 2D, 

c i c i =F , b 2 c i -(- b t c 2 = 2E. 

Man eliminire aus diesen sechs Gleichungen zunächst 
a 2 , 6 2 , c 2 , so ergibt sich 

A — + Ö ®-L = 2 C, 

«i b i 

F--±--\- A^- = 2D, 
c, 1 a t 

B 4- F^L = 2 E, 

6 ! C 1 

oder kürzer 

A u 4- — = 2 C, 

1 u 

Fv 4- — = 2 D, 

1 V 

Bw4--~ = 2E, 

io 

U VIV — 1 . 
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Die drei ersten von den Gleichungen (3) geben durch 
Multiplication 

2ABF+ F[A 2 u 2 + -5) + B(F*v* + 4^) 

+ A(b 2 u 2 + ^)=SCDE. 

Für die Klammern rechts erhält man andere Ausdrücke, 
indem man jede der drei ersten Gleichungen (3) zum Quadrat 
erhebt. Nach gehöriger Ileduction findet sich 
(4) T (AB — C 2 ) — E{AE — CD) -|- D {CE — BD) = 0 
als Bedingung dafür, daß der Ausdruck (1) sich in die Form (2) 
bringen läßt. 

Der Beweis dieses Satzes vereinfacht sich, wenn zwei der 
Coefficienten A, B, F gleichzeitig Null sind. 

Den Ausdruck 


(5) A = F{AB — C 2 ) — E{AE — CD) -J- D{CE — BD) 
nennt man die Discriminante der Gleichung zweiten Grades 

(6) Ax 2 + By 2 -f 2 Cx y + 2Dx -f 2 Ey -f F = 0. 

Die Gleichung (6) drückt also ein System von 
zwei geraden Linien aus, wenn ihre Discriminante 
gleich Null ist. 

Ist die Gleichung (4) erfüllt, so findet sich leicht 
j {C^ — AB) {Di — FA) r= {CD — AE) 2 , 

(7) (2)2 _ fa) {Ei — BF) = {DE — FC)*, 

! (. E 2 — BF) (i C 2 — AB) = (EC - BD)*. 

Daraus geht hervor, daß unter Voraussetzung der Glei- 
chung (4) die Größen C 2 — AB, D 2 — FA, E 2 — BF nie- 
mals entgegengesetzte Vorzeichen haben. Sind zwei von ihnen 
= 0, so läßt sich mit Hülfe der Gleichungen (7) beweisen, 
daß auch die dritte — 0 ist. 


Soll die Zerlegung wirklich vorgenommen werden, so ist 

es zweckmäßig, zu unterscheiden, ob F^O oder ob F— 0 

ist. In dem zweiten Falle unterscheiden wir weiter, ob von 
den Coefficienten D und E beide, — oder nur einer, — oder 
keiner = 0 ist. 


Digitized by Google 



I 


• Die Curven zweiter Ordnung. 87 

• Erstens. F-^.0. Man setze c , = 1 , c 2 = F. Dann 
findet sieh 

. Fa , = D -f VW— AF, « 2 = D — VW-~— ÄT\ 

Fb t = E±V E* — BF, b 2 = E+V& — BF. 

In Fb t und b 2 sind die oberen oder die unteren Zeichen zu 
nehmen, je nachdem DE — FC positiv oder negativ ist. Denn 
in dem ersten Falle ist V D 2 — AF ■ VE 2 — BF — DE — FC, 
• im zweiten Falle = — (DE — FC). 

Zweitens. F = 0. D = E= 0. Dann ist identisch 
A = 0. Man setze c, <= c 2 = 0, «, = 1. Es findet sich 

aF=A, b 2 = C + VCF^ÄB, b . = — . 

2 ’ 2 ■ “ ' C'-f-VG 12 — AB 

Drittens. F — 0. E — 0, D ^ 0. Dann ist vermöge 

der Gleichung (4) auch B— 0. Man erhält a 1 =l, b l — c 1 ~0, 
a 2 — A, b 2 =2C, c 2 = 2D. 

Viertens. F — 0. D — 0, E^.0. Dann ist vermöge 
der Gleichung (4) auch A — 0. Man erhält a, = 0, 6,-1, 
e, = 0, a 2 = 2 C, b 2 = ß, c 2 = 2E. 

Fünftens. F= 0. D ^ 0, E ^ 0. Man setze c, = 0, 

A B 

c 2 += 1. Dann wird a, = 2 D, b, — 2E, a 2 = ^D' ^ i== ‘2F' 

Die beiden Factoren in (2) sind imaginär, wenn eine der 
Größen C 2 — AB, D 2 — FA, E 2 — BF negativ ist. Die 
beiden andern sind dann entweder beide negativ oder eine ist 
negativ und eine = 0. 

Die beiden Factoren in (2) sind reell, wenn eine der 
Größen C 2 — AB, D 2 — FA, E 2 — BF positiv oder wenn 
zwei von ihnen = 0 sind. 

Sind zwei von den Größen C 2 — AB, D 2 — FA, E 2 — BF 
gleich Null, so drückt die Gleichung (6) zwei zusammenfallende 
reelle gerade Linien aus. 

Der Fall, daß A — B— C=0 ist, bleibt ausgeschloßen, 
* weil dann der Ausdruck (1) nicht mehr vom zweiten Grade 
wäre. 
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§. 124. 

Aufgabe. Die Gleichung 

(1) Ax* By* +2Cxy + 2Dx-\- 2Ey-\-F=0 
sei auf ein beliebiges Parallel - Coordinatensystem bezogen 
(Coordinatenwinkel tu). Durch den Punkt (£, r t ) soll ein neues 
System gelegt werden, dessen Axen X, Y den alten Axen par- 
allel laufen (X || x, F||y). Wie lautet die neue Gleichung 
dör Curve? 

Auflösung. 

4,1 2 + ÜjF* -f 2C\XY-{- 2D X X -f- 2 E x Y -f P, =0. - 

Dabei ist 

A, — A, B t = B, C, = C, 

Cr ( +D, E x = C T 5 + Br x -)- E, 

F t = A£ 4 -f Pt, 4 + 26^7)4- 2^7,4- P. . 

Bei paralleler Verschiebung der Coordinatenaxen bleiben also 
die drei Coefficienten der quadratischen Glieder unverändert. 

Man beweise, daß in diesem Falle auch die Discriminante 
unverändert bleibt. 

§. 125. 

Aufgabe. Die Gleichung (1) §, 124 sei auf ein beliebiges * ’ 

Parallel - Coordinatensystem bezogen (Coordinatenwinkel tu). 

Die Axen eines neuen Systems X, Y sollen denselben Anfangs- 
punkt haben. Sie sollen aber mit der Richtung der positiven 
x die Winkel a und resp. ß einschließen. Wie lautet die neue 
Gleichung? 

Auflösung. 

A { X* -\-B x Y* -\-2C l XY-\-2D l X+2E x Y-\-F x = 0. 

Dabei ist 


A x 

sin tu 4 

= P sin (tu — 

a) -f- Q sin a, 


sin tu 4 

= P, sin (u> - 

- ß) -f- Q, sin ß, 


sin io 4 

— P sin (u> — 

ß) -J-'Q sin ß 



= P, sin (ui — 

- a) -f- Q, sin a. 

D, 

sin tu 

= D sin (<o — 

ot) 4 - E sin a, 


sin tu 

= D sin (<o — 

ß) + E sin ß, 



= F. 
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Zur Abkürzung ist geschrieben 

P — A sin (<n — a) -f- C sin o, Q= C sin (u> — a) -(- B sin a, 

P, — A sin (u> — ß) -f- C sin ß, Q , = C sin (u> — ß) -f- B sin ß. 

Die Coefficienten A , B, C einerseits und A p B { , C\ 
andererseits erfüllen zwei merkwürdige Gleichungen, nemlich 



A -\- B — .2 C cos <o 
sin (u 2 


( 2 ) 


AB — C 1 

sin co 2 


A | — ß | — 2 Cj cos tu | 
sin o> 2 

t 

AiAi - c? 

sin tu 2 


Die Differenz ß — a ist der neue Coordinatenwinkel und 
deshalb mit w, bezeichnet. Die Rechnung, welche zu den 
Gleichungen (I) und (2) führt, wird wesentlich erleichtert 
durch die Theorie der Determinanten. Die Gleichungen (6) 
und (7) des §. 100 und die Gleichungen (5) und (6) des §. 115 
sind in den Gleichungen (1) und (2) dieses Paragraplien ent- 
halten. 

Man beweise, daß die Discriminante, dividirt durch den 
»quadrirten Sinus des Coordinatenwinkels , einen Quotienten 
liefert, der für zwei beliebige Systeme von Parallel-Coordinaten 
denselben Wert hat. 

Speciell folgt daraus, daß die Bedingung, unter welcher 
die Gleichung (6) des §. 123 ein System von zwei geraden 
Linien ausdrückt, von der Lage der Coordinatenaxen unab- 
hängig ist. 

Weiter folgt daraus, daß die Discriminante einer Curve 
zweiter Ordnung durch Transformation der Parallel-Coordinaten 
niemals ihr Vorzeichen ändert. 


§. 126. 

. Aufgabe. Die gemeinschaftlichen Punkte einer Curve 
zweiter Ordnung 

(1) Ax 2 B i/* -\-2Cxy-\-2Dx + 2Ey + F=0 
und einer geraden Linie 

(2) x — £ — kr, y — r t — m r 
aufzusuchen. 


V 
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Auflösung. In den Gleichungen (2) sind £, r, die Coor- 
dinaten eines beliebig gewählten, dann aber fest beibehaltenen 
Punktes, x, y die Coordinaten eines beweglichen Punktes und 
r die Entfernung beider Punkte. Für die gemeinschaftliclnJn 
Punkte der Curve und der geraden Linie gelten die Glei- 
chungen (1) und (2) gleichzeitig. Eliminirt man aus ihnen x 
und y, so ergibt sich für den Abstand dieser gemeinschaft- 
lichen Punkte von dem Punkte (£, r,) die quadratische Gleichung- 

(3) \Ak*-\-Bm*-\-2Ckmyr i -\-2r(D l k + E l m)-t-F l =0. 
Die Größen D lt E v F i haben die im §. 124 angegebenen 
Werte. Zwei Wurzeln r, und r 2 . Setzt man zur Abkürzung 

(4) (Z)2 - AF t ) fc 2 + (E\ - BF i ) + 2 (X> , E t - CF X ) km = B, 

so ergibt sich 

( — (D.k+E^+VR F x {AW-\-Bm*-\-2Ckm) 

V ,_ ÄW+Bm'+ZCkm ~ _(. ü\k-\-E x m)—VR 

0 ) = ~ QP ^ +JS, bQ— VR _ F x {Ak* -\-B m*-\-2 Ckm) ' 

'Ak*+Btn*-\-2Ckm ~ — (D x k+E x m)-\-VR 

Besondere Fälle: 

Erstens, r, = — r 2 . Dann ist der Punkt (£, t)) der* 
Mittelpunkt der Sehne. 

Zweitens, r x — r 2 — 0. Dann liegt der Punkt ($, r ( ) 
auf der Curve und die gerade Linie (2) ist seine Tangente. 

Drittens, r, = r 2 . Dann ist die gerade Linie (2) die 
vom Punkte (£, r t ) aus an die Curve gelegte Tangente. 

Viertens, r, = oo. Danu liegt der eine gemeinschaft- 
liche Punkt in unendlicher Entfernung. Ist zugleich r s =-oo, 
so liegt der zweite gemeinschaftliche Punkt auch in unend- 
licher Entfernung. 

Fünftens, r. und r 2 unbestimmt. Dann fällt die ge- 
rade Linie ihrer ganzen Erstreckung nach in die Curve. 

Jeder dieser Fälle soll besonders untersucht werden. 

§. 127. 

Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt (£, r ( ) eine 
Sehne der Curve zweiter Ordnung zu legen, welche in diesem 
Punkte halbirt wird. 
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Auflösung. Man setze im vorigen Paragraphen speciell 
»•, = — r 2 , d. 1). 

(1) Z), k -|- i?, m — 0. 

Diese Gleichung legt die Richtung der Sehne eindeutig fest, 
wenn nicht /), und E { gleichzeitig = 0 sind. Es kann also 
im allgemeinen durch einen gegebenen Punkt nur eine in ihm 
halbirte Sehne gelegt werden. Ihre Gleichung ist 

(2) (zis-f + />)(*-$) + ^ + 13^+^ (y-^i) = o. 
Schreibt man die Gleichung (1) in der Form 

(3) (Ak -f Cm) e -(Ck + Bm)rj -f (Bk + Em) = 0 

und nimmt £ und r ( variabel, so drückt sie eine gerade Linie 
aus. Die Gleichungeu (2) des vorigen Paragraphen gehören 
dann einer Schaar von parallelen Sehnen an, und die gerade 
Linie (3) ist der geometrische Ort ihrer Mittelpunkte. 

Ist im besondern Falle D l =E i —0, d. h. 

[ _ E C — 'DB 

\ ; i— C^ — AB' 

i __ CD — AE 

( T|1 C 2 — AB' 

so wird in diesem Punkte jede durch ihn gelegte Sehne hal- 
birt (Mittelpunkt der Curve). 

Für $ — £ , , t, — r t j ist die Gleichung (3) identisch erfüllt, 
unabhängig von den Werten von k und m. D. h. die Hal- 
birungslinie einer beliebigen Schaar von parallelen Sehnen 
geht durch den Mittelpunkt (Durchmeßer). 

Der Mittelpunkt der Curve liegt im endlichen Gebiete an 

einer einzigen bestimmten Stelle, wenn C 1 — A B 0 ist. 

Der Mittelpunkt liegt in unendlicher Entfernung, wenn 
C* — A B = 0 und A > 0. 

Der Mittelpunkt ist unbestimmt, wenn C 2 — .Ai? — 0 
und die Discriminante A — 0. (Vgl. §. 123.) 

Im ersten Falle schneiden sich alle Durchmeßer in dem 
Mittelpunkte, der im endlichen Gebiete liegt. Im zweiten 
Falle laufen alle Durchmeßer parallel. 

Der Fall, daß A = 0 ist, soll hier nicht weiter betrachtet 
werden. Er ist im §. 123 bereits erledigt. 
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§. 128. 

Aufgabe. An eine Curve zweiter Ordnung [§. 126 (1)] 
eine Tangente zu legen, wenn der Berührungspunkt (£, t ( ) ge- 
geben ist 

Auflösung. Man setze in §. 126 r, =.r 2 =0, d. h. 

(1) F t = 0, 

(2) Z>, A: -f- E t m = 0. 

Führt man in (2) die Werte von D l und /£, aus §. 124 
ein und eliminirt k und m mit Hülfe der Gleichungen (2) des 
§. 126, so ergibt sich mit Rücksicht auf (1) als Gleichung der 
Tangente 

(3) (Al+Cr i + D)x+{Cl-\-Br i -\-E)y 

+ Z>S+Ä , T} + /’= 0, 
oder was dasselbe ist: 

(4) (A x + Cy +-/>) £ -f (Cx - {-By + E ) r ( 

-\-Dx -\- Ey-\- 0. 

§• 129. 

Aufgabe. Von einein beliebig gegebenen Punkte (£, tj) 
aus an eine Curve zweiter Ordnung [§. 126 (1)] Tangenten 
zu legen. 

Auflösung. Man setze in §. 126 r, = r. v d. h. 

(1) (D]-AF l )k , *+(E 2 { -BF x )m*+2(n i E l — CF 1 )km = 0. 
Multiplicirt man mit dem unbestimmten r 2 und benutzt 

die Gleichungen (2) des §. 126, so erhält man 

(2) { D\-AF { ){x- £)* + {E\ - BF,) (y - r t ) 2 

+ 2 (D , 2?, - CF t ) (x - £) (y - ij) = 0 
als Gleichung der beiden Tangenten. Dieselben sind reell 
und getrennt — , oder reell und zusammenfallcnd — , oder 
nicht reell: je nachdem 

(3) (£,£,- CF t y — {D\ — A F t ) (E\ - B FJ 
positiv — , oder Null — , oder negativ ist. 

Das Kriterium läßt sich auch so schreiben 
— F , {jF, (AB - C 2 )—E l (AE t —CD ,)+/>, (CE l —BD l )} 0, 
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und noch einfacher 

(4) _ Fy {ß(zlß — C 2 ) — E(AE— CD) + D (CE- ßß)} ^ 0. 

Die beiden reellen Tangenten fallen also zusammen, wenn 
Fy = 0 ist, d. h. wenn der Punkt ($, r t ) auf der Curve liegt. 
Sie fallen aber auch zusammen, wenn die Discriminante gleich 
Null ist. Dann ist die Linie zweiter Ordnung ein System von 
zwei geraden Linien, und die beiden zusammenfallenden Tan- 
genten sind nichts anderes, als die Verbindungslinie des ge- 
meinschaftlichen Punktes jener beiden geraden Linien mit 
dem Punkte (5, yj). 

§. 130. 

Aufgabe. Durch den Punkt (5, r ( ) eine gerade Linie zu 
legen, welche einen unendlich entfernten Punkt mit einer Curve 
zweiter Ordnung gemein hat. 

Auflösung. Man setze im §. 126 r, = oo, d. h. 

(1) A k 2 + ß m 2 + 2 Ck vi = 0. 

Eliminirt man k und m mit Hülfe der Gleichungen (2) 
des §. 126, so ergibt sich 

(2) A (x - $) 2 + ß (y - r,) 2 + 2C(x- £) (y - r ( ) = 0 
als Gleichung der beiden geraden Linien, welche die Curve 
zweiter Ordnung [§. 126 (1)] in je einem unendlich entfernten 
Punkte treffen. Die Richtungen dieser Linien werden durch 
die Gleichungen (1) festgelegt. Sie sind unabhängig von £ 
und r ( und nur abhängig von A, B, C. Da die Gleichung (1) 
quadratisch ist, so gibt es für eine Curve zweiter Ordnung 
zwei bestimmte Richtungen für die in Rede stehenden geraden 
Linien. Diese Richtungen sind reell und verschieden — , oder 
reell und zusammenfallend — , oder nicht reell: je nachdem 

C* — AB 

positiv, Null oder negativ ist. 

Der zweite gemeinschaftliche Punkt der Curve und der 
geraden Linie liegt im allgemeinen im endlichen Gebiet. Er 
ist — wie der erste — unendlich entfernt, wenn außer der 
Gleichung (1) noch die Gleichung 

(3) Dy k -J- Ey vi — 0 
erfüllt ist. 
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Eliminirt man $ und r, aus den Gleichungen (2) des §. 126 
und der eben aufgestellten Gleichung (3), so erhält man 
(A x -)- Cy + D) k + (Cx -\-By-\- E) m 
— r (A k 2 + 5m 2 -f 2 Ckm) = 0 
oder mit Rücksicht auf (1) 

(4) (A x -f Cy -f D) k -f (Cx -f B y -f E)m = 0. 

Diese Gleichung ist identisch erfüllt, wenn 

A x -f- Cy -j- D = 0, 

Cx -j- By -f E = 0, 

d. h. die Linie, welche die Curve in zwei unendlich entfernten 
Punkten trifft, geht durch den Mittelpunkt der Curve. 

Eliminirt man endlich k und m aus den Gleichungen (1) 
und (4), so ergibt sich 

(5) {AB— C 2 )(Ax 2 -\-By 2 -\-2CxyJ r 2Dx+2Ey+F) — 4 = 0. 
Es gibt also zwei gerade Linien, welche die Curve zweiter 

Ordnung in zwei unendlich entfernten Punkten treffen. Wir 
schließen auch hier den Fall A — 0 aus. Die beiden Linien 
laufen teilweise im endlichen Gebiete und sind reell für 
C 2 — AB^> 0. Sie liegen ganz in unendlicher Entfernung 
für C l — AB — 0. (Vgl. §. 35.) Sie sind nicht reell für 
G 2 — A B 0. 

§. 131. 

Aufgabe. Zu untersuchen, unter welchen Bedingungen 
die gerade Linie [§. 126 (2)] ihrer ganzen Erstreckung nach 
in eine Curve zweiter Ordnung [§. 126 (1)] fällt. 

Auflösung. Man setze 

(1) Ak* -\- Bm* -\.2Ckm = Q, 

(2) B i k — |— = 0, 

(3) A’j = 0. 

Aus (3) ergibt sich, daß der Punkt (P, r ( ) auf der Curve liegen 
muß. Eliminirt man m und k aus (1) und (2), so erhält 
man ferner 

— E t ( AE , — CD,) + D, (CE, — BD,) = 0. 

Dafür kann man mit Rücksicht auf (3) auch schreiben 
F, (AB — C 2 ) — E, (AE, — CD,)-{-D, (CE, — BD,) = 0, 
d. h. 

(4) A — 0. 
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Soll also die gerade Linie ihrer ganzen Erstreckung nach 
in die Linie zweiter Ordnung hineinfallen, so muß die letztere 
ein System von zwei geraden Linien sein. 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt die Gleichung (5) 
des vorigen Paragraphen, und da hier A — 0 ist, so erhalten wir 
(5) (Aß — C 2 ) (A jß -f Bß J t -2Cxy-\-2I)x-\- 2 Ey + F) = 0. 

Darin spricht sich aus, daß die in Itede stehende gerade 
Linie mit einer der beiden Linien des geradlinigen Systems 
zusammenfällt. 


§. 132 . 

Aufgabe. Welche Curve wird durch die Gleichung 
(1). -f Biß -f 2 Cxy -f 2 Dx -f 2 Ey -f F= 0 

ausgedrückt, wenn die Discriminante A 0 und C 2 —AB<C,Q ist? 


Aufgabe. Man verlege durch parallele Verschiebung der 
C'oordinatcn (§. 124) den Anfangspunkt in den Mittelpunkt 
(§. 127) und drehe die Axen (§. 125) so, daß 6’, = 0 werde, d. h. 

, . sin («u — ß) . B sin a -f- C sin (u> — a) 

^ sin ß A sin (u> — • a) -j- C sin a 

Einer von den Winkeln a und ß kann willkürlich ange- 
nommen werden. Es gibt also unendlich viele Transforma- 
tionen, durch welche 


£ 7 , = £>,=£, =0 

wird. Immer liegt aber der neue Anfangspunkt im Mittel- 
punkte der Curve, und aus der Voraussetzung C' 1 — 45 <0 
und den Sätzen des §. 125 folgt, daß jedenfalls 

A l B l > 0 

ist. Der Einfachheit wegen nehmen wir a = 0, also 
• • sin Q — ß) ■ C 

W sinß — A' 

Dann wird 


A, 


(AB — C 1 ) sin ß 2 
1 Ä sin o> 2 ‘ 


(4) A x 

und die Gleichung geht über in folgende: 

X 2 , F 2 

A 


(ö) 


- A 


+ 


\A(C* — AB)\ \B X (C 2 — AB)\ 


I 


1 = 0 . 
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Wir unterscheiden, ob AA negativ oder positiv ist. Im 
ersten Falle kann man statt der Gleichung (5) schreiben. 

x 2 r 2 

+TT-1-0; 


( 6 ) 


im zweiten Falle dagegen 
X 2 


b 2 

t 


( 7 ) 


Y 2 

T 2 


1 = 0 . 


a\ und b\ sind positive Größen. Die neuen Coordinaten- 
axen sind conjugirte Durchmeßcr. 

Warum kann 4A nicht =0 sein? 

Das Resultat der Untersuchung lautet: 

Wenn die Discriminante A verschieden von Null 
und C 2 — A B negativ ist, so ist die Curve zweiter 
Ordnung eine Ellipse — , oder kein reelles Gebilde: 
je nachdem A A negativ oder positiv ist. 

Sollen die neuen Coordinatenaxen zugleich die Axen der 

Curve sein, so hat man nicht a — 0, sondern ß — % = 
zu setzen. 

Übungsaufgabe. Was drückt die Gleichung (1) aus, 
wenn A — 0 und C 2 — AB <C_ 0 ist? 


§. 133. 

Aufgabe. Welche Curve wird durch die Gleichung 
(1) Ax 2 -\-By 2 -}-2Ca:.v-f 2Da;-f-2%4-F’=0 


ausgedrückt, wenn die Discriminante A 


^O undC* — AB^>0 ist? 


Auflösung. Man verfahre wie im vorigen Paragraphen. 
Dabei ist Folgendes zu bemerken: Ist A ^ 0, so darf man 
a = 0 setzen. Ist A = 0, aber B^O, so setze man ß — u>. 


Ist A = B = 0, so bestimme man, daß ß — a== W se * n s£) ^ - 
(Umformung auf die Axen.) 

Man kann diese Unterscheidungen vermeiden, wenn man 
nach der Verschiebung des Anfangspunktes in den Mittelpunkt 
die Axen in der Weise dreht (§.125), daß 4, = B x =0 
wird. Die Bedingungsgleichungen dafür lauten 
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j A sin («) — a) 2 -f- 2 Csin (o> — a) sin a -j- B sin a 2 = 0, 

^ j A sin ((o — ß) 2 -|- 2 Csin (u> — ß) sin ß -f- B sin ß 2 = 0. 
Für A = B — 0 sind diese Gleichungen erfüllt, wenn man 
a — 0, ß = u> setzt, d. h. es bedarf gar keiner Axendrehung. 
Sind A und B nicht beide = 0, so erhält man 

sin (m — a) C -f VC* —AB _ B 

sin a ~ A ~ C’ — V C 2 — AB 

sin («• — ß) _ C — V C 2 - AB B _ 

sin ß A C+V C*—Aß' 

Die Gleichung (1) geht dadurch über in 

( 3 ) 2C ' XY -- &~ÄB = °- 

Dies ist die Gleichung einer Hyperbel, bezogen auf die 
Asymptoten als Coordinatenaxen. 

Wenn also die Discriminante A verschieden von 
Null und C 2 — AB positiv ist, so istdieCurve zweiter 
Ordnung eine Hyperbel. 

Übungsaufgabe. Was drückt die Gleichung (1) aus, 
wenn A = U und C 2 — AB > 0 ist? 


§• 134 . 

Aufgabe. Welche Curve wird durch die Gleichung 
(1) Ax 2 By 2 -\-2Cxy + 2 Dx + 2 Ey + F = Q 


ausgedrückt, wenn die Discriminante und (P—AB- 


-0 ist? 


Auflösung. Man führe die Coordinaten-Transformation 
des §. 124 aus und lege dabei den neuen Anfangspunkt (£, r,) 
auf die Curve. Man erhält eine Gleichung von der Form 
(2) Ax' 2 +• By' 2 + 2 Cx‘y‘ + 2 D x x‘ -f 2 E x y' = 0, 
wenn die neuen Coordinaten mit x\ y‘ bezeichnet werden. 
Die Coefficienten D x und E x finden sich aus den Gleichungen 
D, — yl S -f- C\ + D, 

E x = CI -f Br t -f- E, 
und es müßen £ tind r, der Gleichung (1) genügen. 

Hierauf drehe man die Axen (§. 125) und bestimme, daß 
C 2 und der neue Coefficient von 2 Y — (er werde mit E 2 

7 


( 3 ) 
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bezeichnet) — gleich Null sein sollen. Dadurch wird, in 
Folge der beiden Voraussetzungen, auch A 2 =0, und die 
Gleichung (2) geht über in 
(4) B 2 Yi -\-2D i X = 0. 

ß 2 und D 2 sind von Null verschieden. 

Wenn also die Discriminante A verschieden von 
Null und C' 2 — AB — 0 ist, so ist die Curve zweiter 
Ordnung eine Parabel. 

Übungsaufgabe. Was drückt die Gleichung (1) aus, 
wenn A = ü und C 2 — AB — 0 ist? 

§. 135. 

Aufgabe. Die Polare des Punktes in Beziehung 

auf eine Curve zweiter Ordnung herzustellen. 

Auflösung. Man bezeichne mit’S,,r 11 und mit & 2 , r /2 die 
Berührungspunkte der beiden Tangenten, welche vom -Punkte 
(x-,, y , ) sich an die Curve legen laßen. Diese Tangenten 
haben die Gleichungen [§. 128 (4)] 

(1) (Ax + Cy + D) $ , + (Cx +'By + E)r tt 

-{- Dx -j- Ey E = 0, 

(2) {Ax + Cy + D) \ 2 + (Cx + By + E) r n 

-f Dx -f Ey -f 0. 

Schreibt man in diesen beiden Gleichungen (x,,y,) statt 
(x, y), so drücken sie einerseits aus, daß der Punkt (a- p y ,) 
auf beiden Tangenten liegt, andererseits aber auch, daß die 
beiden Punkte (£ n t ( 1 ), (£ 2 , r j2 ) auf der geraden Linie liegen 

(3) {Ax, + Cy t + D) 5 + {Cx t + By, + E) t) 

+ Dx x +Ey t +F= 0. 

Diese Linie ist die Polare des Punktes (o^, y,). 

Speciell erhält man die Polare des Anfangspunktes, wenn 
u; , — y i =0 gesetzt wird, also 

(4) Dl + E^ + F^ 0. 

§. 136. 

Lehrsatz. Die Polare eines Punktes, der auf einer ge- 
raden Linie liegt, geht durch den Pol dieser Linie. 

Beweis wie in §. 59. 
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8- 137. 

Aufgabe. Von einem gegebenen Punkte aus nur mit 
Hülfe gerader Linien an eine Curve zweiter Ordnung Tan- 
genten zu ziehen. 

Auflösung. Man wähle den gegebenen Punkt Q zum 
Anfangspunkte der Coordinaten und lege die Axen in zwei 
Secanten,. Oie Abschnitte auf der Axe der x seien OA 
Oj4 2 = a 2 , auf der Axe der y dagegen OB i =-b v OB 2 — b 2 - 
Man ziehe die geraden Linien A , 72, und A 2 B r welche sich 
in Q schneiden, ferner A,/2 2 und A 2 B t , welche sich in R 
schneiden, und endlich U R. Oie Gleichung von Q R ist 

(,) a! (^' + '^) + ^(T t ' + '^) _2==a 

Vgl. §. 50. Aus der Gleichung der Curve [§. 123 (6)] findet 

sich, daß a { und a 2 die Wursteln der Gleichung ‘ 

(2) . Ax 2 -{-2 Dx -j- /'’ = 0, 

und daß 6, und b 2 die Wurzeln der Gleichung 

(3) By 2 -\-2Ey + F = Q 
sind. Folglich ist 

1 .1 2 D J_ 1 _ 2JE 

«, + a 2 ~ ' F ’ 6, • 6 2 ~ F ' * 

und die Gleichung (1) geht über in 

(4) Dx -\-Ey + F= 0. • • 

Dies ist die Polare des Anfangspunktes. 


7 * 
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Siebenter Abschnitt. 

Algebraische Curven höherer Ordnung. 

Transscendente Cnrven. 

• « 

§. 138. 

» . * 

Ein algebraischer Ausdruck, welcher die Veränderlichen 

x und y nur in absoluten ganzen Potenzen und nicht in Bruch- 
form enthält, ist vom nten Grade, wenn mindestens ein Glied 
vorkommt, in welchem die Exponenten der mit einander mul- 
tiplicirten Potenzen von x uiid y die Summe n gehen, und 
kein Glied mit einer größeren Summe der Exponenten. Ein 
solcher Ausdruck kann mit Hülfe der Transfofmationsformeln 
des §. 14 in einen Ausdruck mit den Veränderlichen $ und r t 
umgewandelt werden. Man beweise, daß der neue Ausdruck 
wieder vom nten Grade ist. Setzt man einen nicht gebrochenen 

• Ausdruck nten Grades gleich Null, so erhält man. eine alge- 
braische Gleichung nten Grades. Eine algebraische Gleichung 
ist* in geordneter Form, wenn in ihr ein algebraischer, 
rationaler, nicht gebrochener Ausdruck gleich Null gesetzt ist. 
Eine Linie in der Ebene wird eine algebraische Curve 
?iter Ordnung genannt, wenn ihre Gleichung algebraisch 
und in geordneter Form vom «teil Grade ist. Der Grad der 
Gleichung wird durch Coordinaten- Transformation nicht ge- 
ändert. 

• Die Linien der ersten und zweiten Ordnung sind in 
den Abschnitten III und VI im Zusammenhänge untersucht. 
Von den Linien höherer Ordnung sollen hier nur einzelne be- 
trachtet werden. 
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1. Parabolische Curven. 

§. 139. 

Eine algebraische Curve heißt parabolisch, wenn ihre 
Gleichung in geordneter Form die eine Variable, z. B. y, nur 
in der ersten Potenz enthält. Die parabolische Curve ater 
Ordnung hat demnach die Gleichung 

(1) U ~ -^o -f“ A t x -(- A 2 x* -f- . . . -j- A„x n . 
Übungsaufgaben. Man zeichne die cubische Parabel 

(2) y — A ^ A A.^x* A , 

sowohl für den Fall, daß A 0 , A { , Af von Null verschieden 
sind, als auch für den Fall, daß A f> —A l =A. l =() ist. 
A 3 ist jedenfalls von Null verschieden. Mau zeichne die Gurve 

(3) '/ = («,,—*) («22 —*) («33 —«04- 2«1 2 «13 «23 

«2 3 ■(« I I x ) a I 3 ( a 2 2 *) *12 («3 3 *)• 

In wie viel Punkten schneidet sie die Abscissenaxe? Man 
zeichne die Curve 

(4) y = ai- . . . . • 

(die Neil’sche Curve oder semicubische Parabel). Von 
welcher Ordnung ist die Curve? Kann sie, streng genommen, . 
eine Parabel genannt werden? 

• • 

§. 140. 

Aufgabe. Eine parabolische Curve herzustellen, welche 
mit einer gegebenen, endlich und stetig verlaufenden Curve. m 
gegebene Punkte gemein hat. 

Auflösung. Vgl. §. 25. 

§. 141. 

Aufgabe. An die parabolische Curve [§. 139 (1)] eine 
Tangente zu legeu, wenn der Berührungspunkt (*, y) ge* 
geben ist. 

Auflösung. (1) r ( ~ y = • (« — *)> 

(2) Ä = A ' + 2 A * * + 3 A • * : 2 + : • ; + » A - *" ■ “ 1 ‘ • 
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2.* Die Lemniskate. 

§• 14 2 . 

Aufgabe. Den geometrischen Ort eines Punktes zu be- 
stimmen, für welchen das Product der Abstände von zwei 
festen Punkten constant ist, und zwar gleich dem Quadrat 
der halben Entfernung dieser Punkte. 

.Auflösung. Man lege die Abscissenaxe eines recht- 
winkligen Coordinatensystenis in die Verbindungslinie der bei- 
den festen Punkte F v F 2 (Fig. 37) und den Anfangspunkt o 


Fig. 37. 



in die Mitte dieser «Linie. Bezeichnet man den Abstand o F x 
-mit c, so lautet das Bewegungsgesetz des Punktes M: 

W + ( c ~ x ) 2 • W "f ( c + *) 2 = c2 > 

oder, wenn man die Wurzelzeichen wegschafft und ordnet: 

(1) ‘ (* 2 -Ir */ 2 ) 5 —2 c 2 (aj 2 — y 2 ) = 0. 

Die Curve ist von der vierten Ordnung. Wir führen 
Polar- Coordinaten ein: as = rcos<p, y = r sin <p und setzen 
2 c 2 — « 2 . Dadurch geht die Gleichung (1) über in 

(2) • r 2 (r 2 — « 2 cos 2 cp) = 0. 

Diese Gleichung wird erfüllt, wenn entweder r 2 — U oder 
r 2 — « 2 cos 2 <p — 0 ist. Aus der Gleichung r' 1 = 0 ergibt 
sich, daß jeder Radius vector zwei mit dem Anfangspunkte 
zusammenfallende Punkte mit der Curve gemein hat (Doppel- 
punkt). Der übrige Verlauf der Curve wird durch die Gleichung 


• • 


Digitized by Google 



,2. Die Lemniskate. 3. Die logarithmische Linie. 


103 


(3) r 2 — a 2 cos 2 <j> = 0 

charakterisirt. Der Anfangspunkt ist Mittelpunkt der Curve. 

Reelle Radii vectoren existiren nur für + k z 

4 T — 4 

wenn k eine ganze Zahl bedeutet. Der größte Radius vector 
ist >• = n === c ]/ 2 für y-h kr. — 0, der Radius vector nimmt 
ab mit dem wachsenden Werte des spitzen Winkels tp, er wird 

0 für 'f + kn — + D. h. die Curve hat im Anfangspunkte 

zwei Tangenten, die rechtwinklig auf einander stehen und die 
Winkel der Coordinatonaxeu halbiren. Die Curve bildet einen 
einzigen gesehloßenen Zug, der durchaus im endlichen Gebiete 
verläuft und im Anfangspunkte sich selbst rechtwinklig durch- 
schneidet. (Schleifenlinie, Lemniskate.) 

y 

§• 143. 

Aufgabe. An die Lemniskate .eine Tangente zu legen, 
wenn der Berührungspunkt ( x , y) gegeben ist. 

Auflösung. (1) t, — y = (£ — x), 

( 2 ) _ __ » ( » 2 + y 1 — c2 ) 

dx y (x 2 y 2 -{- c 2 ) 

Die Construction der Tangente wird dadurch erleichtert, daß 
man nach dem Winkel fragt, welchen die Normale mit dem 
Radius vector eiuschließt. Es findet sich 

tg N Mo — =■- t£2 ? , 

also 

(3) NMo = 2'?. 

Anmerkung. Die Lemniskate ist in der Entwicklungsgeschichte 
der Integralrechnung von Wichtigkeit. Die Berechnung und Vergleichung 
von Lemniskatenbögen ist der Ausgangspunkt für diß Theorie der ellip- 
tischen Functionen gewesen. (Fagnano, Produzioni matematiche. 1750.) 

3. Die logarithmische Linie. 

§• 144. 

Aufgabe. Die Curve zu untersuchen, welche durch die 
transscendente Gleichung 
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0) !J — 

charakterisirt wird (Fig. 38). 

Fig. 38. 



Daraus erklärt sieh der Name: 


X 

wie“ 

Auflösung. Für j!=0 
ist y = m. Für wachsende 
positive Abscissen nehmen die 
Ordinaten rasch zu, für nega- 
tive Abscissen von wachsen- 
dem Zahlwert nehmen die Or- 
dinaten rasch ab. Für a; = oo 
ist y = o o, für x = — oo ist 
y = 0. Die Abscissenaxe ist 
Asymptote (Berührungspunkt 
x — — oo, y — 0). Aus der 
Gleichung (1) findet sich 

logarithmische Linie. 


( 2 ) 


§• 145. 

Aufgabe. An die logarithmische Linie [§. 144 (1)] eine 
Tangente zu legen, wenn der Berührungspunkt (x, y) gegeben ist. 

Auflösung. (1) r ( — y = (? — *•)> 

d v = y 

* dx a 

Aus den Gleichungen (1) und (2) findet sich die Sub- 
tangente 

Tj = 0 . | — x — — a. 

Construction. 

. 4. Oie Kettenlinie. 

§. 146. 

Aufgabe. Die Curve zu untersuchen, welche durch die 
transscendente Gleichung 

(!) 4 - e ~ a ) 

charakterisirt wird (Fig. 39). 
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Auflösung. Man zeichne zwei logarithmische Linien, 
deren Gleichungen x 


Fig. 39. 


( 2 ) 


i/ = ?» e" 



(3) y = m e “ 

sind. Die erste geht in die 
Lage der zweiten über, 
wenn man die ganze Ebene 
um die r/Axe als Drehungs- 
axe um 180° dreht. Die 
Ordinate der Curve (1) ist 
das arithmetische Mittel 
zwischen den Ordinaten von 
(2) und (3), also MM r , = 
MM 2 . 

Ein vollkommen bieg- 
samer Faden, dessen Gewicht sich gleichmäßig über seine 
Länge verteilt, werde in seinen Endpunkten so befestigt, daß 
ihr Abstand kleiner ist als die Eadenlänge. Wirkt dann die 
Schwerkraft in der Richtung der abnehmenden y, so ist die 
Curve (1) die Gestalt, welche der Faden annimmt. Daher 
nennt man die Curve die Kettenlinie. 


§• 147. 

Aufgabe. An die Kettenlinie [§. 146 (1)] eine Tangente 
zu legen, wenn der Berührungspunkt (x, y) gegeben ist (Fig. 39). 

Auflösung. (1) rt — y = — x), 

<*> £*-£ (•*-'*)•• 

Construction : Man mache M 2 M 3 — M t F\ PQ — 2a,. 

( * _ -±\ 

6 6 - und folglich M T die ge- 


, • . M, P 

dann ist Qp~ 


m ' 


2 a 


suchte Tangente, wenn M T || A/ s Q gezogen ist. 
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5. Die Cykloiden. 

§• 148. 

Aufgabe. Ein Kreis soll auf einer festen geraden Linie 
‘rollen, d. h. seine sämmtlichen Peripheriepunkte sollen der 
Reihe nach mit den auf einander folgenden Punkten der ge- 
raden Linie so in Berührung gebracht werden, daß irgend ein 
Bogen auf der Kreisperipherie und die Bahnstrecke, mit welcher 

Fig. 40. 


x 

er in Berührung gekommen ist, stets einander gleich sind. 
Welche Linie durchläuft ein Punkt, der auf einem mit dem 
Kreise fest verbundenen Radius in gegebenem constanten Ab- 
stande vom Mittelpunkt liegt? (Fig. 40, 41, 42.) 

Auflösung. Es sei a der Radius des rollenden Kreises 
und a, der Abstand seines Mittelpunktes C von dem Punkte 
, Al, welcher die Linie beschreiben soll. Die Linie CM treffe 

die Peripherie des Krei- 
ses in Ai,. Man hat 
drei Fälle zu unterschei- 
den, nemlich a, = a, 
a, <( a, a, > a. Im 
ersten Falle (Fig. 40) 
decken sich die Punkte 
Ai, und M, im zweiten 
(Fig. 41) liegt M zwi- 
schen C und Ai,, im 
dritten (Fig. 42) liegt Ai, zwischen C und M. Wir legen die 
Abscissenaxe eines rechtwinkligen Coordinatensystems in die 
geradlinige Bahn, den Anfangspunkt in einen Punkt o, mit 
welchem beim Rollen des Kreises der Punkt Ai, in Berührung 


Fig. 41. 
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kömmt. Mit >J/ werde der Bogen auf einem Kreise vom Ra- 
dius 1 bezeichnet, welcher zu dem Centriwinkel M t CN ge- 


hört. Dann ist 

o iV = arc N AI t 

d. h. 

x = o'P=r- oN — M Q, 
y = M CN - CQ, 

(1) 

i x — a (j/ — a, sin <}/, 

j y = « — a, COS <}/. 


Aus diesen beiden Gleichungen könnte man durch Elimi- 
nation von eine Gleichung zwischen x und y herleiten. Es 
ist aber bequemer, zur Charakterisirung der Curve die beiden 
Gleichungen (l) beizubehalten, welche x und y als P’unctionen 
der unabhängigen Variablen tj» geben. Die Ordinate y nimmt 
denselben Wert wieder an, wenn <\i um ganze Vielfache von 
2 7t zu- oder abnimmt (periodischer Verlauf). Der kleinste 

Wert von ?/, nemlich 
Fig. 42. ... 

y — a — o,, ergibt 

sich für = 2 k. tz 
und der größte Wert, 
nemlich y — a -}- « , , 
für = (2 Ä — f- 1) 7t, 
wenn k irgend eine 
ganze Zahl bedeutet. 
Zu jeder größten oder 
kleinsten Ordinate liegt 
die Curve symmetrisch. 
F ur n , = a erhält 
man (Fig. 40) die gemeine Cykloide. Für a, entsteht 
die gestreckte Cykloide (Fig. 41), für a, >• a die ver- 
schlungene Cykloide (Fig. 42). 

•§• 149. 

Aufgabe. An die Cykloide [§. 148 (1)] eine Tangente 
zu legen, wenn der Berührungspunkt (*, y) gegeben ist. 

Auflösung. (1) n-y — ^^—x). 



( 2 ) 


dy 

dx 


dy 

a, sin <}/ a, 

— a [ cos 


sind/ 

L 

y 


Digitized by Google 


108 Abschnitt VII. Algebraische Curven. Transscendente Curven. 


Die Gleichung dar Normale wird 

— y 


( 3 ) 

Es ist aber 


y — 


a x sin 


a - *)■ 


y 


MP 

PN' 


Also- geht die Normale durch 


a, sm ^ 

den Punkt, in welchem der rollende Kreis die Bahn berührt, 
wenn der die Curve beschreibende Punkt in M angekommen ist. 


§. 150. 

Aufgabe. Welche Linie beschreibt der Punkt M (§. 148), 
wenn der erzeugende Kreis auf der Außenseite eines gegebenen 
Kreises vom Iladius e (Fig. 43, 44, 45) rollt, so daß beide 
außerhalb einander liegen? 

Fig. 43. 



Auflösung. Man lege den Anfangspunkt der Coordinaten 
in den Mittelpunkt des Bahnkreises, die positive y Axe durch 
einen Punkt der Bahn, mit welchem der Punkt M { des rollenden 
Kreises in Berührung kommt. Man nehme ferner Polar-Coor- 
dinaten zu Hülfe: r = oM , t p — Mox. In dem Dreiecke 
M o C findet sich • 

M C o — ti, 
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Folglich erhält 

man 

nach dem Sinussatze 

Trigonometrie 

r 


ci\ 

sin - 

' « 

sin | 


r 

• 

* a -}- c 

sin >}i 

sin \ 



ebenen 


Aus diesen beiden Fonnein ergibt sich nach gehöriger 
Keduction 



Ä ab , 

— arcos c -j- y sin 

“LS- 

* 

= «i 

sin «J/, 




u c , i 

— x cos - -j— tj; -J- y sin 

a -f- 
c 


(a c) sin ij/. 

Danach 

linden wir 







| x — (o c) sin 

a ^ 
c 

— a , 

. a 
, sin — 

+ c 
c 


(1) 

( y = (« 4- c ) cos 

ab 

c 

— a 

a 

, cos - 

+ c 

c • 

> 

Für 

a { — a erhält man 

die 

gern ei 

ne 

Epicykloide 


(Fig. 43), für a,<a die gestreckte Epicykloide (Fig. 44), 
für a,>a die verschlungene Epicykloide (Fig. 45). 


Fig. 44. Fig. 45. 



Man vergleiche diese drei Curven mit den Curven des §. 148. 
Es ist nicht unwichtig, zu bemerken", daß der Punkt, 
welcher die Epicykloide beschreibt, um den Mittelpunkt des 
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rollenden Kreises in demselben Sinne herumläuft,, wie dieser 
Mittelpunkt um den Mittelpunkt des Bahnkreises. 

c ■ 

Ist das Verhältnis — irrational, so wiederholt sich der 

Verlauf von A , bis A , unendlich oft. Die Gurve ist nicht 

geschloßen. Ist dagegen — rational = — und -» ■ ein redu- 

a m m 

cirter Bruch, so ist die Curve gescldoßen. Sie besteht aus 
dem imal wiederholten Verlauf von A , bis A 2 und der End- 
punkt des letzten Verlaufes fällt mit dem Anfangspunkt. A ( 

* A 

des ersten Verlaufes zusammen. In diesem Falle ist 

ein Bogen von endlicher . Größe. Die Gleichungen (1) gehen 
über in 

(2) I x — ( a + c ) sin wt i'i — a \ sin ( nl + *) '>n 

( y = (a -J- c) cos — a, cos (in -j- Je) <J/j. * 

In diesen Gleichungen laßen sich sin cosmij*,, 

sin (m -j- Je) <1 , , . cos (in -(- Je) <|» , durch Ausdrücke ersetzen, 
welche nur ganze positive Potenzen von sin *{/ , und cos <j< , 
enthalten (algebraische Analysis). Führt man noch cos <j» t 
auf sin «J» , zurück und eliminirt sin <{,, aus den beiden umge- 
formten Gleichungen, so ergibt sich eine algebraische Glei- 
chung für x und y. 

Übungsaufgaben. Man setze speciell a, — a = c (Car- 
dio ide) und stelle die algebraische Gleichung der Curve her. 
— Man setze c = 13a = 300 a, (Mondbahn). 


§..151. , 

Aufgabe. An die Epicykloide [§. 150 (1)] eine Tangente 
zu legen, wenn der Berührungspunkt (x> y) gegeben ist. 

A uflösung. (1) r ( — V — .(^ — *)> 


( 2 ) 


dy 

dx 


a sm 


. «'6 
ain __ • 


o, sm 


. a -I- ( 

i„ * 


fl 

x — c sin -~ 
c 


a<l a 4- c . 

a cos — 1 — a , cos — ! — tj» 


• y — ccos 


a i{/ 
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Die Gleichung der Normale lautet danach 


ad 

— c cos — L 


( 3 ) 


r,—y = 


x — c sm 




. * . . OL t!/ 

Sie zeigt, daß die Normale durch den Punkt (; = csin— ; 
, c 

r t — c cos - ’j geht, d. h. durch den Punkt A 7 , in welchem der 

rollende Kreis die Bahn berührt, wenn der die Curve be- 
schreibende Punkt in M angekommen ist. 


§. 152. 

Aufgabe. Welche Linie beschreiht der Punkt M (§. 148), 
wenn der erzeugende Kreis auf der Innenseite eines gegebenen 
Kreises vom Radius c rollt? (Fig. 46, 47, 48.) 


Fig. 46. 



Auflösung. Man verfahre wie in §. 150. In dem Dreieck 
M oü findet sich 


a i 


Folglich ist 




r 

sin *!> 


1 * 0 ? +»-■*) 
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r 


c — a 


sin <b — . . 


, C — a \ 

• 

T sin | 

ly- 

+ c $ 9) 


Nach gehöriger Reduction ergibt sich 


( 1 ) 


j x (c — a) sin ~ — u , si 
I V — (c — a) cos — ^ -(- « , 


c— a 

sin <!/. 

c 1 


c ' c ' 

Für a, = u erhält man die gemeine Hypocykloide 
(Fig. 46), für a,<;a die gestreckte Hypocykloide (Fig. 47), 
für a t > a die verschlungene Hypocykloide (Fig. 48). 


Fig 47. Fig. 48. 



Es ist zu bemerken, daß der Punkt, welcher die Hypo- 
cykloide beschreibt, um den Mittelpunkt des rollenden Kreises 
in dem entgegengesetzten Sinne herumläuft, wie dieser Mittel- 
punkt um den Mittelpunkt des Hahnkreises. 

Oie Bemerkungen des §. 150 über- das irrationale oder 

c 

rationale Verhältnis — sind hier wörtlich zu wiederholen. 
a 

Nach der Voraussetzung ist c > a. Der äußerste Fall 
c—a läßt sich aus den Formeln (1) herleiten. Berechnet 
man nemLich aus (1) die Summe x 2 -j- y 2 und setzt dann 
c = a, so ergibt sich 
(2) x 2 -f- y 2 — a 2 . 

Geometrische Bedeutung. Warum darf mau in (1) nicht ohne 
weiteres c = a setzen ? 
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Wenn der Radius des rollenden Kreises größer als der 
Radius- des Bahnkreises .( a > c) ist und der Bahnkreis die 
Innenseite des rollenden Kreises berührt, so erhält man statt 
der Gleichungen (1) 


(3) 


[ , , . ai . . a — c , 

1 x — — (a — c) sm — - -f- a, sin •]/, 

j / \ a A a — c 

I y — — (a — c) cos - -j- a, cos <j>. 


Ü b u n gs au f gab en. Man zeichne die Curve (3) für 
a, =a, für a, <a, für a, >a. — Man zeichne die Curve (1) 

für c = 2 a, für c = 3 a, für c = 4 a, und zwar für a - = 1 . 

a < 


§. 153. 

Aufgabe. An die Hypocykloide [§. 152 (1)] eine Tan- 
gente zu legen, wenn der Berührungspunkt (x, y) gegeben ist. 

dy 


Auflösung. (1) Tj — y = (5 — x). 




dx 

. aA . . c — a . 

asm — L a , sm 4 

c 1 c 1 


a4 


c sin 


ai 

a cos — L 
c 


a j cos 


•a 




c cos 


a4 


Die Gleichung der Normale lautet danach 


(3) 


ai 

c cos — L — y 

4 <*— » 

c sm — 11 — cc 
c 


Sie zeigt, daß die Normale durch den Punkt = c sin 

^ I - 0 

7] = c cos — j geht, d. h. durch den Punkt, in welchem der 

rollende Kreis die Bahn berührt, wenn der die Curve beschrei- 
bende Punkt in M angekommen ist. (Vgl. §§. 149, 151.) 


Anmerkung. Der Satz über die Lage der Normale bei den Cy- 
kloiden läßt sich unmittelbar aus dem Begriffe des Rollens ableiten. Der 
Punkt, in welchem der rollende Kreis die Bahn berührt, ist momentaner 
Mittelpunkt der Drehung. Der Satz gilt demnach für jede beliebige Bahn. 

8 
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6. Die Spiralen. 

§. 154. 

Aufgabe. Es sei die Gleichung irgend einer nicht ge- 
schloßenen Curve, bezogen auf Parallel-Coordinaten, ge- 
geben : 

Fig. 49. ( 1 ) F(x, y) — 0. 

Man sucht die Curve, 
deren Gleichung, be- 
zogen auf Polar- 
Coordinaten, 

(2) F\r, <p) = 0 
ist (Fig. 49). 

Auflösung. Mau 
wähle in der Zeich- 
nung der Curve (1) 
auf der Ordinaten- 
axe beliebig viele 
Punkte und ziehe 
durch jeden die (zur 
tcAxe parallele) Ab- 
scisse. Man lege 
ferner eine gerade 
Linie parallel zur 
Ordinatenaxe im Ab- 
stande — 1. Diese 

Linie schneidet die 

Abscissen der Curve oder deren Verlängerungen in je einem 
Punkte. In den Durchschnittspunkten denke man sich die 
Abscissen und die schneidende Linie fest mit einander ver- 
bunden, die Fußpunkte der Abscissen in der Ordinatenaxe 
seien dagegen beweglich. Hierauf wickele man die Linie, 
welche die Abscissen schneidet, auf die Peripherie eines Kreises, 
der mit der Einheit als Radius um den Anfangspunkt be- 
schrieben ist. Dabei soll der Fußpunkt der aufgewickelten 
Linie in der Abscissenaxe festgehalten, und es sollen die Fuß- 
punkte der Abscissen im Anfangspunkte der Coordinaten ver- 
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einigt weiden. Die sämmtlichen geraden Linien, welche vor- 
her zur Abscissenaxe parallel waren, sind jetzt Strahlen, die 
vom Anfangspunkte der Coordinaten ausgehen. Die Punkte, 
in welchen jene Pai’allelen die Curve (1) trafen, sind in der 
neuen Lage Punkte der Curve (2). Die Curve (2) wird eine 
Spirale genanut. 

Die Beschreibung der Construction läßt sich auch von 
der mechanischen Einkleidung frei machen. Man zeichne 
(Fig. 49) in den Abständen y v y 2 , y 3 , . . . y k Parallelen zur 
Abscissenaxe und im Abstande sc — -f - m eine Pai’allele zur 
Ordinatenaxe. Hierauf beschreibe man um den Anfangspunkt 
als Centrum einen Kreis vom Radius m und trage auf seiner 
Peripherie, von ihrem Schnittpunkte mit der positiven Ab- 
scissenaxe aus, in positivem Umlauf die Bögen my v my 2 ,... 
my k ab. Nach jedem Teilpunkte der Peripherie ziehe man 
vom Anfangspunkte einen Strahl und mache den zu dem 
Bogen my q gehörigen Strahl so lang wie die Abscisse der 
Curve (1), die zu y q gehört. Die Endpunkte der Strahlen 
sind Punkte der Spirale (2). 

In den folgenden Paragraphen sollen die Spiralen be- 
trachtet werden, bei welchen als Linie (1) die gerade Linie — , 
die Parabel — , die Hyperbel — , die logarithmische Linie ge- 
nommen ist. 

§• Ip5. 

Aufgabe. Die Spirale zu untersuchen, welche durch 
die Gleichung 

(1) r = a cp 

ausgedrückt wird. (Die lineare Spirale, Spirale des Ar- 
cliimedes. Fig. 50.) 

Auflösung. Die Curve geht durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten , denn für <p = 0 ist auch r = 0. Mit dem 
wachsenden positiven Winkel nimmt auch der Radius vector 
propoi’tional zu. Die Curve läuft in unendlich vielen immer 
weiter werdenden Windungen um den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten herum. Zu zwei Winkeln, deren Differenz 2 ix ist, 
gehören Radien von der constanten Differenz 2air. Jeder 
Radius vector wird also von der Curve in unendlich vielen 

8 * 
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Punkten von gleichem Abstand geschnitten. Für negative 
Winkel sind auch die Radii vectoren negativ (§. 23). Die 

Pig. 50. 



Figur 50 gibt nur den Verlauf für positive Winkel. Man er- 
hält den Verlauf für negative Winkel, wenn man die ganze 
Ebene um die y Axe als Drehungsaxe um 180° dreht. 

§. 156. 

Aufgabe. An die Spirale des Archimedes [§.155(1)] 
eine Tangente zu legen, wenn der Berührungspunkt (r, <j>) ge- 
geben ist (Fig. 50). 

Auflösung. Man schlage von dem Berührungspunkte M 
aus mit dem Radius r eisen Kreisbogen und ziehe nach dem 
Curvenpunkte (r dr, cp -f- rftp) den Radius vector. Dadurch 
entsteht am Punkte M ein unendlich kleines rechtwinkliges 
Dreieck, von welchem eine Kathete rdcp auf dem von M aus- 
gehenden Kreisbogen, die andere Kathete dr auf dem zweiten 
Radius vector und die Hypotenuse J/^r 2 c/'.p 2 -j-dr 2 auf der 
Spirale liegt. Die Hypotenuse fällt in die Tangente, wenn dr 
und dcp unendlich klein genommen werden. Denkt man sich 
nun die Normale MN gezogen und legt oN \_oM, so ist das 
Dreieck o M N, dessen Hypotenuse M N, dem unendlich kleinen 
Dreiecke ähnlich und man hat 
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o N — o M . tg NM o, 


>T '■*' ' 

rd<p 

Dies gibt eine einfache C'onstruction der Normale und 
der Tangente. 

§• 157 . 


Aufgabe. Die Spirale zu untersuchen, deren Gleichung 

(1) » ,2 =2 p<? 

ist. (Die parabolische Spirale. Fig. 49.) 

Auflösung. Die Curve geht durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten, denn für <p — 0 ist auch r ■■ — 0. Für nega- 
tive Winkel sind die Radii vectoren nicht reell. Für jeden 
positiven Winkel erhält man zwei Radii vectoren von gleichem 
Zahlwert und entgegengesetztem Vorzeichen. In Fig. 49 ist 
nur der Verlauf für die positiven Radii vectoren gezeichnet. 
Man , erhält den Verlauf für die negativen Radii vectoren, 
wenn man die Ebene zuerst um die // Axe, dann um die xAxe 
je um 180° dreht. Mit dem wachsenden Winkel nimmt der 
Radius vector zu. Sind zwei Winkel um 2 - verschieden, so 
ist die Differenz der Radii vectoren um so kleiner, je größer 
die Winkel (und folglich auch die Radien selbst) sind. Denn 
man hat 


( 2 ) 


2p. 2r. 
»• 2 + r ! ’ 


§. 158. 


Aufgabe. An die parabolische Spirale [§. 157 (1)] 
eine Tangente zu legen, wenn der Berührungspunkt (r, tp) 
gegeben ist (Fig. 49). 

Auflösung. Man verfahre wie §. 156. Es findet sich 


( 1 ) 


oN = 


dr p 

r dy r 


Dies gibt folgende Construction. Man trage oQ—p auf 
dem Radius vector und oP— 1 rechtwinklig gegen den Ra- 
dius vector ab , ziehe M P und Q N || M P. Dann ist NM 
die Normale. 
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§. 159. 

Aufgabe. Die Spirale zu untersuchen, deren Gleichung 


( 1 ) 


ist. 


a 

? 

(Die hyperbolische Spirale. Fig. 51.) 


Fig. 51. 

\ y 

! A 8 



die Ebene um die i/Axe als 


Auflösung. Für ^> = 0 ist 
r — oo. Mit dem wachsenden 
Winkel nimmt der Radius vector 
ab. Er wird — 0 für cp = oo. 
Der Anfangspunkt der C'oördi- 
naten ist demnach ein asym- 
ptotischer Punkt. In Fig. 51 
ist nur der Verlauf der Curve 
für positive Winkel gezeichnet. 
Daraus ergibt sich der Verlauf 
für negative Winkel, indem man 
Drehungsaxe um 180° dreht. 


§. 160. 


Aufgabe. An die hyperbolische Spirale [§. 159 (1)] 
eine Tangente zu legen, wenn der Berührungspunkt (r, cp) 

gegeben ist (Fig. 51). 

% 

Auflösung. Man verfahre wie in §. 156. Es findet sich 


( 1 ) 


, T dr r 2 

oJ\ — r — j — = 

ra cp a 


Danach ist es leicht, die Normale zu construiren. Der 
Abschnitt, welchen die Tangente auf der Rückverlängerung 
von oN hervorbringt, ist nach (1) 


* ( 2 ) 



a. 


Dies gilt auch für cp = 0. Folglich ist die Linie A IS, 
welche im Abstande a parallel zur Axe gelegt ist, Asymptote 
der Curve. 
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( 1 ) 

ist. 


§• 161. 

Aufgabe. Die Spirale zu untersuchen, deren Gleichung 

£ 

r = me“ 

(Die logarithmische Spirale. Fig. 52.) 


Fig. 52. 

I y 



Auflösung. Für cp = 0 ist r == m. Der Radius vector 
nimmt zu mit dem wachsenden positiven Winkel und wird 
= oo für cp = oo. Er nimmt ab mit dem wachsenden Zahl- 
wert der negativen Winkel und wird =0 für cp = — oo. 
Der Anfangspunkt der Coordinaten ist ein asymptotischer 
Punk t. 

§. 162. 

Aufgabe. An die logarithmische Spirale [§.161(1)] 
eine Tangente zu legen, wenn der Berührungspunkt (r, cp) 
gegeben ist. 

Auflösung. Man verfahre wie iu §. 156. Es findet sich 


( 1 ) 


oN = r 


d r r 
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und deshalb 

(2) oT = — — ra. 

v ' oN 

Danach ist es leicht, den Punkt T zu finden. 

Anmerkung. Man beachte die Vorzeichen in den Ausdrücken für 
oN (§§. 156, 158, 160, 162). Die positive Richtung von oN liegt zu der 
positiven Richtung des Radius vector, wie die positive >/ Axe zur posi- 
tiven xAxe. 


Digitized by Google 



Zweiter Teil. 


Geometrie des Raumes. 


Digitlzed by Google 



Digltized by Google 


Achter Abschnitt. 

Der I* u n k t, 


1. Coordinaten- Systeme. 

§. 163. 

Die analytische Geometrie des Raumes setzt eine feste 
Ebene und in derselben irgend ein Coordinatensystem als ge- 
geben voraus. 

Die Ebene zerlegt den unendlichen Raum in zwei völlig 
getrennte Teile. Man ziehe in einer beliebig gewählten, dann 
aber festzuhaltenden, Richtung eine unendliche gerade Linie, 
welche die Ebene im Anfangspunkte der Coordinaten durch- 
schneidet. In dieser Linie, der Axe der z, sind zwei Rich- 
tungen zu unterschei- 
den, die positive und 
die negative. Die po- 
sitive führt vom An- 
fangspunkte der Coor- 
dinaten aus in den 
einen, die negative in 
den andern der beiden 
getrennten Räume hin- 
ein (Fig. 53). 

Wir wählen die po- 
sitive Axe der z so, 
daß von einem ihrer 
Punkte aus gesehen 
diejenige Drehung als positiv erscheint, durch welche ein in 
der festen Ebene um den Anfangspunkt drehbarer Schenkel 
auf dem kürzesten Wege aus der Richtung der positiven x 


Fig. 53. 



Digitized by Google 




124 


Abschnitt VIII. Der Punkt. 


in die Richtung der positiven y übergeht. Von einem Punkte 
der negativen z Axe gesehen erscheint dieselbe Drehung als 
eine negative. 

Legt man Ebenen durch oy und oz; sowie durch oz 
und ox und versetzt das Auge der Reihe nach in einen Punkt 
der positiven Axe der z, der x, der y, so führt eine positive 
Drehung auf dem kürzesten Wege aus der Richtung der po- 
sitiven x in die Richtung der positiven y, aus dieser in die 
Richtung der positiven z, aus dieser in die Richtung der po- 
sitiven x. 

§. 164. 

Aufgabe. Einen Punkt P im Raume im Sinne der 
analytischen Geometrie festzulegen. 

Aullösung 1. Man ziehe (Fig. 54) vom Anfangspunkte o 
nach dem lestzulegenden Punkte die directe Verbindungslinie 

oP und projicire sie (recht- 
winklig) auf die feste Ebene. 
Der Punkt P ist festgelegt, 
wenn man die absolute Länge 
des Radius vector, sowie 
nach Größe und Vorzeichen 
die Winkel kennt, welche der 
Radius vector mit seiner Pro- 
jeetion, und resp. diese Pro- 
jectiou mit der positiven xAxe 
einscliließt. Der Neigungs- 
winkel des Radius vector ist 
positiv oder negativ, je nach- 
dem der letztere in demselben 
Raume mit der positiven oder 
der negativen z Axe liegt. 

Man kann dies Coordinatensystem auch so auffaßen. Der 
Anfangspunkt der Coordinaten werde zum Mittelpunkte einer 
Kugel gemacht, auf deren Oberfläche der Punkt Pliegt (Fig. 55). 
Der Radius vector von P ist Halbmeßer dieser Kugel. Man • 
lege die Axe der z rechtwinklig gegen die feste Ebene. Die 
Kugel wird von der Axe der positiven z im Pol, von der 


Fig. 54. 
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festen Ebene im Äquator geschnitten. Geographische Länge 
und Breite. Oder: geographische Länge und Poldistanz. Pol- 
distanz und Breite 
machen zusam- 

I 

men - tt aus. 

(Kugelcoordi- 
n a t e n : Radius 

vector r, Länge 
<p , Poldistanz H. 
— Centralprojec- 
tion.) 

Auflösung 2. 
Man lege (Fig.56) 
durch den Punkt 
P drei Ebenen 
resp. parallel zu 
den Ebenen, in 
welchen die Axen oy und oz, oz und ox, ox und oy liegen, 
und gebe nach Grüße und Vorzeichen die Abschnitte an, 

welche diese Ebenen 



Flg. 56. 



auf den Axen ox, oy , 
oz hervorrufen. (Par- 
allel-Coordinaten. 
Speciell: rechtwink- 
1 i g e Coordinaten.) 
Die drei Coordinaten- 
Ebenen und die ihnen 
parallelen Ebenen bil- 
den die Oberfläche 
eines Parallelepipe- 
don, für welches der 
Anfangspunkt o und 
der Punkt P einander 
diagonal gegenüber- 
liegende Eckpunkte 
sind. 


Von dem Punkte P 
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gehen drei Kanten des Parallelepipedon aus, welche je einer 
von den Coordinatenaxen parallel laufen. Die Fußpunkte 
dieser Kanten in den Coordinatenebenen nennt man die Par- 
allelprojectionen des Punktes P. 

Fig. 67. Auflösung3. Man 

betrachte als Coor- 
dinaten des Punktes P 
(Fig. 57) den Radius 
vector und die drei 
Winkel, welche er mit 
den positiven Axen 
der x , der y , der z 
einschließt. Die drei 
Winkel sind an eine 
Bedingungsgleichung 
geknüpft. Bei dieser 
Festlegung durch 
Radius vector und 
drei Winkel nimmt 
man das System ox, 
oy, oz am bequem- 
sten rechtwinklig. 

Anmerkung. Die drei gegebenen Auflösungen $ind nicht die einzig 
möglichen, sondern diejenigen, welche sich zunächst darbieten. Die Be- 
trachtung soll vorläufig auf sie beschränkt werden. Vgl. §. 3. 

§• 165. 

Kugel-Coordinaten. Bei dem System der Kugel-Coor- 
dinaten werden drei Schaaren von Flächen betrachtet: eine 
Schaar concentrischer Kugeln, eine Schaar von Ebe- 
nen, welche sich in einer durch das Kugelcentrum gelegten 
Axe schneiden und von dieser einseitig begrenzt werden (Halb- 
ebenen), und eine Schaar von geraden Kreiskegeln, 
welche jene Axe zur gemeinsamen Rotationsaxe und das Kugel- 
centrum zum gemeinsamen Scheitel haben. 

Irgend eine der Kugeln und irgend eine der Halbebenen 
schneiden sich in einem größten Halbkreis (Meridian), dessen 
Endpunkte (Pol, Gegenpol) in der Axe liegen. Irgend eine 
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der Kugeln und irgend einer der Kegel schneiden sich in 
einem Parallelkreis, dessen Mittelpunkt in der Axe liegt 
und dessen Ebene rechtwinklig zur Axe steht. Irgend einer 
der Kegel und irgend eine der Halbebenen schneiden sich in 
einer geraden Linie, die vom Mittelpunkte (dem Scheitel) 
aus einseitig verläuft (dem Radius vector). 

Irgend eine der Kugeln, irgend eine der Halbebenen und 
irgend einer der Kegel haben einen Punkt gemein. 

Die Coordinaten eines gegebenen Punktes aufsuchen heißt: 
ausfindig machen, welche Kugel, welche Ebene, welcher 
Kegel in dem Punkte sich schneiden. 

Den Punkt aufsuchen, wenn seine Coordinaten gegeben 
sind, heißt die Stelle des Raumes ermitteln, in welcher die 
(durch den Radius vector) bezeichnete Kugel, die (durch 
die Länge) bezeichnete Halbebene und der (durch die Pol- 
distanz) bezeichnete Kegel sich treffen. 

Die Kugel -Coordinaten bilden ein rechtwinkliges System. 

§. 166 . 

Parallel-Coordinaten. Bei dem System der Parallel- 
Coordinaten werden drei Schaaren von Ebenen betrachtet. 
Die Ebenen jeder Schaar sind unter einander parallel und 
durchschneiden die Durchschnittslinien der Ebenen der beiden 
andern Schaaren. Irgend eine Ebene der ersten Schaar, irgend 
eine Ebene der zweiten Schaar und irgend eine Ebene der 
dritten Schaar haben einen Punkt gemein. 

Was heißt: die Coordinaten eines gegebenen Punktes auf- 
suchen ? 

Was heißt: den Punkt aufsuchen, wenn seine Coordinaten 
gegeben sind? 

§. 167 . 

Radius vector und drei Winkel. Bei diesem System 
kommen vier Schaaren von Flächen in Betracht: eine 
Schaar concentrischer Kugelflächen und drei Schaa- 
ren von geraden Kreiskegeln, die ihren gemeinschaft- 
lichen Scheitel im Mittelpunkte der Kugeln haben. Jede 
Schaar von Kegelflächen hat ihre besondere Axe. 
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Irgend eine der Kugeln wird von jeder Kegelfläche der ersten, 
der zweiten, der dritten Schaar in je einem Kreise geschnitten. 

Irgend eine Kegelfläche der ersten und irgend eine Kegel- 
fläche der zweiten Schaar können sich schneiden, oder sich 
berühren, oder sich gar nicht treffen. Im ersten Falle geht 
durch die beiden Schnittlinien je ein Kegel der dritten Schaar, 
im zweiten Falle geht durch die Berührungslinie ein Kegel 
der dritten Schaar. Diese Kegel der dritten Schaar leisten 
einer Bedingung Genüge, die in einer quadratischen Gleichung 
sich ausspricht. Die quadratische Gleichung hat reelle und 
verschiedene Wurzeln im ersten Falle, reelle und gleiche Wur- 
zeln im zweiten, complexe Wurzeln im dritten Falle. 

Was heißt: die Coordinaten eines gegebenen Punktes auf- 
suchen? Die Aufgabe ist eindeutig bestimmt. 

Was heißt: den Punkt aufsuchen, wenn seine Coordinaten 
gegeben sind? Die Aufgabe ist durch Radius vector und 
zwei Winkel zweideutig bestimmt, oder eindeutig bestimmt, 
oder unmöglich. Im ersten Falle entscheidet eindeutig der 
dritte Winkel. 


2. Transformation der Coordinaten. 

§. 168 . 

Erklärung. Einen Punkt auf eine Projections- Ebene 
rechtwinklig projiciren heißt den Fußpunkt des von dem 
Punkte auf die Ebene gefällten Perpendikels aufsuchen. 

Einen Punkt auf eine Projectionsaxe rechtwinklig pro- 
jiciren heißt den Durchschnittspunkt dieser Axe mit einer 
Ebene aufsuchen, welche durch den Punkt rechtwinklig zur 
Axe gelegt ist. 

Die Projection einer geraden Linie ist die von der Pro- 
jection ihres Anfangspunktes nach der Projection ihres End- 
punktes gezogene gerade Linie. 

§. 169. 

Lehrsatz. Die Projection eines im Raume verlaufenden 
gebrochenen Zuges ist gleich der Projection der directen Ver- 
bindungslinie von Anfangs- uud Endpunkt. 

Vgl. §. 12. 
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§• 170. 

Aufgabe. Aus den Kugel- Coordinaten eines Punktes 
(»•, 9, cp) die rechtwinkligen Parallel- Coordinaten (a;, y, z) zu 
bilden und umgekehrt. 


Auflösung. Der Anfangspunkt der rechtwinkligen Coor- 
dinaten soll im Mittelpunkte der Kugeln liegen. Die positive 
z Axe trifft auf jeder Kugel den Punkt 9 = 0, die positive 

xAxc den Punkt 9 = — , cp = 0. Es bildet sich 
4 


(i) 

Umgekehrt 


x = r sin 9 cos cp, 
y — r sin 9 sin cp, 
z — r cos 9. 


COS 9 = 

(2) V-x 2 + y 2 +z 2 


cos cp 




Sill (f 


V * 1 + i /' 2 


Warum dienen zur Bestimmung von cp zwei Gleichungen, 
zur Bestimmung von 9 nur eine? 


§. 171. 

Aufgabe. Aus den rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes (x, y, z) den Radius vector und die drei Winkel zu 
bnden und umgekehrt. 


Auflösung. r — j/* 2 -j - y 2 -{- z 2 , 

( 1 ) , x / \ U / \ z 

. ' cos (a er) = — , cos (yr) — cos pij — — . 

Die drei Winkel genügen der Bedingung 

(2) cos (x r) 2 -J- cos ( y r) 2 -f- cos (z r) 2 — 1 . 
Umgekehrt 

x — r cos ( x r ), 

(3) . y = r cos (yr), 

z — r cos (z >•). 
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§• 172. 

Aufgabe. Aus den schiefwinkligen Coordinaten eines 
Punktes (x, y, z) den Radius vector und die drei Winkel zu 
tinden und umgekehrt. Die Coordinatenwinkel (xy), ( yz ), (za) 
sind gegeben. 

Auflösung. Man projicire den aus x, y, z zusammen- 
gesetzten Zug der Reibe nach auf den Radius vector und auf 
jede der drei Axen. Dann erhält man durch Anwendung des 
Lehrsatzes §. 169 die folgenden vier Gleichungen: 

(1 ) r = x cos (x r) -j- y cos (y r) -f- z cos (zr), 

(2) r cos (xr) — x -j- y cos (y x) z cos (zx), 

(3) r cos (y r) — x cos (xy) -(- y -j- z cos (z y), 

(4) r cos (z r) = x cos (xz) y cos (y z) -(- z. 

Diese Gleichungen multiplicire man der Reihe nach mit 
r, x, y, z und addire. Dann erhält man 

(5) r 2 — a: 2 -j-y 2 -j- z 2 -f- 2 xy cos (xy) -|- 2 yz cos (yz) -(- 2za:cos (za:). 

Hat man r aus (5) berechnet, so ergeben sich die Winkel 
(xr), (yr), (z r) aus (2), (3), (4). 

Umgekehrt erhält man x, y, z, indem man diese Größen 
in (2), (3), (4) als Unbekannte ansieht und die Gleichungen 
löst (Determinanten). Setzt man die gefundenen Ausdrücke 
für x, y, z in (1) ein, so erhält man die quadratische Bedin- 
gungsgleichung, an welche cos (xr), cos (y »•), cos (zr) ge- 
knüpft sind. Diese Bedingungsgleichung lautet: 

(6) cos (rx) 2 sin (yz) 2 -J- cos (ry) 2 sin (zx) 2 -(- cos (rz) 2 sin (x y) 2 

— 2 cos (ry) cos (rz) [cos (yz) — cos (zx) cos (a:y)] 

— 2 cos (rz) cos (rx) [cos (zx) — cos (xy) cos (yz)] 

— 2 cos (rx) cos (ry) [cos (xy) — cos (yz) cos (za’)J . 

=r 1 — cos (yz) 2 — cos (za;) 2 — cos (xy) 2 

+ 2 cos (yz) cos (za:) cos (xy). 

Geometrische Bedeutung des Ausdruckes auf der rechten 
Seite. 

§. 173. 

Aufgabe. Aus den Parallel - Coordinaten (x, y, 2) eines 
Punktes I J die neuen Parallel-Coordinaten ($, r ( , ü) zu Hoden, 
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wenn die neuen Axen durch den Funkt (a, b, c ) zu den alten 
Axen parallel gelegt sind. 

Auflösung. £ = m x — a, r ( — y — b , C = z — c. 

' §• 174. . 

Aufgabe. Aus den Parallel - Coordinaten (x, y; z) eines 
Punktes P die neuen 1‘arallel-Coordinaten (£, r ( . £) zu finden, 
wenn der Anfangspunkt beibehalten wird und die Richtungen 
der ncueu. Axen gegeben sind. Und umgekehrt x, y, z durch 
£, r ( , C auszudrücken. 

Auflösung. Man projicire einerseits den aus x, y, z. 
andererseits den aus £, r t , _£ zusammengesetzten gebrochenen 
Zug der Reihe nach auf die Axen der x , der y, der z. Da- 
durch erhält man die Gleichungen 

( 1 ) x-\-y cos (yx) -j-scos (’zx) = £ cos (£x) -[- kj cos (r ( x) -j- C cos (Cx), 

( 2 ) • x cos (xy) 4 - 1 / s cos (zy) = £ cos (£y) -f-"») cos (rjy) -f- C cos (Cy), 

(3) xcos (xz) -[- y cos (yz) -f- z = £ cos (£z) -f- r, cos (r t z) -|- £ cos (£z). 
Diese Gleichungen sind in Beziehung auf £, r,, C oder 

umgekehrt in Beziehung- auf x, y, z als Unbekannte aufzu- 
lösen. Die Winkel (xy), (yz), (zx) sind unmittelbar gegeben. 
Ebenso die neun 'Winkel, welche die drei Richtungen £, 7 j, C mit 
deif alten Axen einschließen. Die drei Winkel jeder einzelnen 
Richtung müßen aber der Bedingungsgleichung des §. 172 
genügen. 

§• 175. 

Aufgabe. Wie .vereinfacht sich die vorige Aufgabe, wenn 
(x, y, z) ein rechtwinkliges System ist? 

• §•’ 176. 

. Aufgabe. Wie vereinfacht sich die Aufgabe §. 174, wenn 
beide Systeme rechtwinklig sind? 

Auflösung. Man schreibe zur Abkürziuig einfache Buch- 
staben, für die neun Cosinus, welche in den Gleichungen ( 1 ), 
(2), (3) des §. 174 stehen bleiben. Also 


0) • 

*= «iS + M + TiC» 

(2) 

y = « 2 £-fM +72^ 

( 3 ). 

2 — .«j? + M +73^ 


9 * 
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Nach der Bedeutung der neun Coefficienten ist andererseits 

(4) $ = *i®4-*2*/ + 

(5) Tj = ß|jc-f ß 2 y-f ß 3 z, 

(»3) r - = Ti* + Tijr+Ta*- ! 

Multiplicirt man in (1), (2), (3) der Reihe nach mit 
a 2 , — ferner mit ß,, ß 2 , ß 3 , — endlich mit - fl , y 2 , ? 3 — 

und addirt die Resultate in jedem dieser drei Fälle, so zeigt 
die Vergleichung mit (4), (5), (6) 

f <** + * 2 + «!j = 1> .»ißt 4-«2p2 + «303 = °> 

(7) ß’+ß’+ß^ 1 ’ P|T. + ßj 7* + P»'T* = 0. 

( Y* + 7 2 + T 3 == ^ ' TT » » + 72*2 + 7a«s = 

Ein entsprechendes Verfahren ist auf die Gleichungen (4), 
(5), (G) anzuwenden und das Resultat resp. mit (1), (2), (3) 
zu vergleichen. Dadurch erhält man 

( «? + ß* + •(] =iX * 1*2 + ßi ßa + T 1 T 2 =0, 

(8) I * 2 + ß 2 + Y 2 = *2*3 -h ßa ßa + 7*7* = °> 

I ** + ß* +7* = 1- *3*1 + ß :« ß i + 7s 7 1 =0. 

Nun löse man die Gleichungen (1), (2)r (3) in Beziehung 

auf 5, r„ C als Unbekannte. Mau erhält für 5, r ( , C Ausdrücke, 
die den gemeinschaftlichen Nenner haben 

*i (ß 2 T 3 — ßaTa) ~h «a (ßaTi — ’ßiT.r) + *3 (ßiT* ~ ßaTi) 
= ßl (Y 2 *3 — 7 . 3 * 2 ) + ß*(73«1 — Ti * 3 ) + ßs(7l*2 ~ Y 2 * I ) 

= 7i (* 2 ßs — «aß*) + 72 (»aßt — *1 ß:0 +Ta («1 ßa — « 2 ß t )- 
Dieser Nenner werde mit R bezeichnet. Vergleicht man die 
gefundenen Ausdrücke für 5, r„‘ C mit den entsprechenden in 
(4), (5), (6), so ergibt sich 

I/?a,=ß 2 7 3 ß:)Y 2 > Ä »2=ßaTt — ßiYa- • ff *3=ßi7 2 — ß*a7 1 « 

( 9 ) l Ä ßi=7*«a— 7a«*> Ä Pi a =Ya«|— ;Tt«s> ^ßs^Yi«*— 7l«i> 
! Ä 7t=«2ß 3 — «sß*) Ä Y*=«3ß|— «iß's. ß Y3=«.ß2— «aßt- 

Man nehme aus den Gleichungen (9) irgend welche drei, 
die neben einander oder unter einander stehen, quadrire und 
addirc sie, so findet mali mit Rücksicht auf (7) oder (8) 

(10) R* = l'. . 
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Nimmt man für die gegenseitige Lage der positiven Axen 
der £, 7p C die Vorschrift des §. 163 un, die für das System 
(av y, z) gültig fst, so wird R~- f- 1. Ändert man dagegen 
Iji dem neuen System 3as Vorzeichen einer Axe, so wird 
£ = — !.. Weshalb? 


* , 3. Zwei und mehrere Punkte. 

§• 177. 

A ufg’abe. Aus den Parallel -Coordi nuten zweier Punkte 
P x und- P., die Länge d ihrer Verbindungslinie zu finden, 
sowie die Winkel, welche dpren Richtung mit den Coordiuaten- 
axen einschließt. 

Auflösung. Die Coordinaten von 1\ und P 2 seien 
x x , *p x , z y und resp. as 2 , y 2 , z 2 . Man lege durch den’ Punkt 
P t ein neues Coordinatensystem, dessen Axen den alten Axen 
parallel laufen. Dann sind (nach §.-173) x 2 — x ( , y 2 — y , , 
z 2 — a, die neuen Coordinaten des Punktes P 2 . Hierauf 
kann juan nach §. 172 verfahren, indem man x 2 — y 2 — //, , 
’z 2 — z, statt x, y, z, ferner d statt r, endlich cos (xd), 
cos (y d), cos (z d) statt cos (x r), cos (y r), cos (z »■) schreibt. 
Speciell für rechtwinklige Coordinaten: 

(1) di — (** — ^i) s 4-(.v 2 — y x Y l + ( z 2 — z i) 2 - 

(2) cos (x d) = , COS (y d) — !li -j - , 

cosi zd) = ^ i. 


§.178. 

Aufgabe. Aus den Parallel -Coordinaten zweier Punkte 
den Winkel zu berechnen, welchen ihre Radii vectoren ein- 
sohließen. 

Auflösung. Man berechne die Radien »•, und r 2 nach 
§. 172 und den Abstand d~ der. beiden Punkte nach §. 177 
und setze die Werte ein in die Formel 


* cos (r, r 2 ) = 


, 2 I ,.2 _ d 'i 

t 1 2 

2 1 - , r. 
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Speciell für rechtwinklige Coordinaten findet sich 

\ x. x., 4- y. y, 4- z.z, 

(2) cos (»•, r. 2 ) = — '--•'JÄ L.L! • 

'V'2 

= cos (a: r j) cos (xr^) -)- cos (yr , ) cos.(y r 2 ) -f- cos (z r , ) cos (z r 2 ).* 

Übungsaufgabe. Mau bestimme in der Aufgabe des 
§. 174 die Winkel (£, r ( ), (r,, C), (C, Was ergibt siuh, wenn 
in §. 174 beide Coordinateusysteme rechtwinklig sind? Geo- 
metrische Bedeutung der Gleichungen (7) und (8) des §. 176. 

§• 179. 

Aufgabe. Den Inhalt fl der dreiseitigen Pyramide zu 
bestimmen, für welche die Spitze im Anfangspunkte der recht- 
winkligen Coordinaten und die Eckpunkte der Basisfläche in 
drei gegebenen Punkten (sp,, y,, s t ), (a; 2 , y 2 , z 2 ), (*.„ y v z ;t ) 
liegen: 

Auflösung. Man lege durch den alten Anfangspunkt 
ein neues rechtwinkliges Coordinatensystem (£. r ( , £), dessen 
positive CAxe die Ebene der Pyramrdenbasis durchschueidet 
und auf dieser Ebene rechtwinklig steht. Für den Zusammen-' 
hang der Coordinaten in beiden Systemen gelten die Glei- 
chungen des §. 176. Wir wählen* die gegenseitige Lage der 
neuen Axen so, daß A* = — j— 1 wird. Es ist zu bemerken, 
daß C | = C 3 ist, und daß diese Größe positives. Vor- 

zeichen hat. Dadurch sind die Coeffieienten y,, y 2 , y 3 ein- 
deutig bestimmt. Man hat nemlich 

'i =71*1 +7 j7/i -H»sp 
-i ~7 i* 2 + 722/2 + 7s 2 2< 

’l =7l*3 + 72 >3 +73 3 3- 

7? H" 7j + 7j =» 1 - 

Setzt man also zur Abkürzung 

( — 'J\ ( z 2 ~ z %)~ ^(«s — z i)~ y 3 (*i — z 2 ) = a > 

. j. | Z \ 0*2 * 3 ) z 2 ( x 3 * !•) a 3 (®| *2) ~ 71, - 

j— *i(y 2 — y»)— *t(2fa ~yi )— *3 Oi — y-i)~ C ' 
f *1 (y 2 2 »— y»*i)+*2(y 3 *i— yi*s)+**(jfi*a— yi z y)—p, ' 
so ergibt sich * •_ 
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( 2 ) 


D- U =-At v D^ t == B£ { , Z) T 3 =-CC„ 

(zt 2 4- F 2 4- C 1 ) c* = 7)2. 


Nu» findet sich der Inhalt der Basisfläche der Pyramide 

(3) Ä = -|"[S, (t 12 — r i3 ) + l 2 (r l3 — r M )4-S s (r M — r J2 )], 

und dieser Ausdruck ist positiv oder negativ, je nachdem die 
Radii vectoren r r r 2} r 3 ebenso zu einander liegen wie die 
positiven Axen x, y, z, oder so, wie — x zu den positiven 
Axen y, z. (Vgl. §. 20.) Der Inhalt der Pyramide ist 

(4) n = 

Führt man mit Hülfe der Gleichungen (4), (5), (6) des 
§. 176 die Coordinaten x, y, z ein, so erhält man nach ge- 
höriger Reduction 

(5) A = -j-(il Tl +jB Y> 4-<7 Tt ) . 

und folglich 


d. h. 


II 


D, 


(6) II = [x, (jj 2 z 3 — y 3 z 2 ) -f x 2 ( y 3 z, — y x z 3 ) 

4-*s(yi z 2 — y-i z \)\ 

n ist positiv oder negativ, je nachdem die Radii vectoren 
»■,, r 2 , r 3 ebenso zu einander liegen wie die positiven Axen 
x , y, z , oder so, wie — x. zu den positiven Axen y , z. 


§. 180 . 

Aufgabe. Den Inhalt II der dreiseitigen Pyramide zu 
bestimmen, wenn die rechtwinkligen Coordinaten der vier Eck- 
punkte (x, y , z), (*,, y v z,), (x 2 , y 2 , z 2 ), (® s , y 3v z 3 ) ge- 
geben sind. 

Auflösung. Man setze in §. 179 Gleichung (6) 
x t — x, y | — y, z | — z statt x,, »/,, z,, 

.Xj x, y 2 y , Zj e statt x 2 , y 2 , z 2 , 

*3 — x > y* — y > z 3 — Z statt *3» #3> *3- 

Dadurch erhält man 

(1) X\ = jr(Ax + By + Cz + D). 

Die Coefficienten A, B , C, D sind durch die Gleichungen (1) 
des vorigen Paragraphen ausgedrückt. 
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§■ 181. 

Aufgabe. Den Inhalt II der dreiseitigen Pyramide zu 
bestimmen, wenn die schiefwinkligen Coqrdinaten der Eck- 
punkte gegeben sind. 

Auflösung. Man nehme ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system (;, r t) C) zu Hülfe, am bequemsten so, daß die $ r ( Ebene 
mit der xy Ebene und die $ Axe mit der a - Axe zusammenfällt. 
Die Transformationsformeln lauten dann: 

5 = x -f- ij cos (yx ) -f" z cos (zx), 

7) = t/sin (yx) -J- z sin (zx) cos «, 

C= z sin (zx) sin u. 

u ist der Winkel der Ebenen (xy) und (xz). 

Man erkennt die Dichtigkeit der Formeln am leichtesten, 
wenn man* sich auf einer um den Anfangspunkt als Centrum 
gelegten Kugel die sphärischen Dreiecke zeichnet, deren Eck- 
punkte von den positiven Axen getroffen werden. 

Wenn man nun den Ausdruck für II nach §. 180 in 
$, r„ C herstellt und die Transformationsformeln benutzt, so 
ergibt sich 

(1) 11 = A (Ax -f- By -\- Cz D) sin (yx) sin (zx) sin u. 

Die Coefficienten A, B, C, D sind dieselben wie in §. 170. 
Geometrische Bedeutung des Factors sin (y x) sin (z-x) sin u. 
Das Vorzeichen von II ist in den §§. 180 und 181 positiv 
oder negativ, je nachdem die vom Punkte (a:, y, z) nach den 
Punkten 1, 2, 3 gehenden Kanten ebenso zu einander liegen, 
wie die positiven Axen x, y, z oder so wie — a; zu den posi- 
■ tiven Axen y, z. . 
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Nennter Abschnitt. 

Die Ebene. Die gerade Linie. 


1. Die Ebene. 

§. 182. 

Aufgabe. Die Gleichung der Ebene zu finden, die durch 
drei gegebene Punkte geht. 

Auflösung. Man setze beliebige (schief- oder recht- 
winklige) Parallel-Coordinaten voraus und bezeichne die Coor- 
dlnaten der drei gegebenen Punkte mit (x,, y t , s,), (x 2 , y 2 , s 2 ), 
(a; 3 . y 3 , z 3 ). Alsdann drücke mau nach §. 180 oder §. 181 
den Inhalt der Pyramide aus, welche die drei gegebenen Punkte 
zu Eckpunkten hat und deren vierter Eckpunkt in einem be- 
weglichen Punkte (x, y, z ) liegt. Wenn der Punkt ( x , y, z ) 
in die Ebene der drei gegebenen Punkte fallt, so ist der In- 
halt der Pyramide = 0. Also ist 
(1) Ax -f- By -|- Cz -(- D = 0 

die Gleichung der Ebene. A, B, C, D sind die in den Glei- 
chungen (1) §. 179 ausgedrückten Coeffieienten. 

§. 183. 

'Aufgabe. Die Gleichung einer Ebene zu finden, die auf 
den Coordinatenaxen die Abschnitte «, />, c hervorbringt. 

Auflösung. Man setze in §. 180 oder §. 181 x, = a, 
U i =0, z | =0; .x, =0, y 2 — b , s 2 =0; x 3 = 0, y 3 — 0, 
z 3 = c. Dann ergibt sich 

(1) T + f + f-i“ 0 - 
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Abschnitt IX. Die Kbene. Die gerade Linie. 


§. 184. 

Aufgabe. Die Gleichung der Ebene zu finden, wenn 
die Länge p des aus dem Anfangspunkte auf sie gefällten 
Perpendikels gegeben ist und außerdem die Winkel *, ß, y, 
welche dies Perpendikel mit den Coordinatenaxeu einschließt. 

Auflösung. Man multiplicire beide Seiten der Glei- 
chung (1) §. 183 mit p und bemerke, daß — = cos *, 

P 7) ^ 

= cos ß, — — cos -/ ist. Dann erhält man 
b c 

( 1 ) x cos a -)- y cos ß -f- s cos y — p = 0. 
Normalform. Bei rechtwinkligen Coordinaten ist 

(2) cos a 2 -f- cos ß 2 -{- cos y- — 1 . 

' Bei schiefwinkligen Coordinaten dagegen (§. 172) 

cos n 2 sin (y z) 2 -(- cos ß 2 sin (sa:) 2 -j- cos y 2 sin (xy) 2 

— 2 cos ß cos y [cos (yz ) — cos (zx) cos (scy)] 

— 2 cos y cos i [cos (jx) — cos (xy) cos (y s)] 

— 2 cos a cos ß [cos (xy) — cos (yz) cos (sx)j 

— 1 — cos (yz) 2 — cos (zx) 2 — cos (xy) 2 

cos (yz ) cos (zx) cos (xy). 

§. 185. 

Aufgabe. Den Abstand des Punktes (./•,, y t . s,) von 
der Ebene (1) §. 184 zu finden. 

Auflösung. Der Abstand ist 

x | cos a -f- y , cos ß -f- z , cos y — p, 
und das Vorzeichen dieses Ausdruckes ist positiv oder negativ, 
je nachdem die vom Anfangspunkte und von dem Punkte 
(x , , y | , z | ) begrenzte gerade Linie die Ebene durchschneidet 
oder nicht. Vgl. §. 38. 

§. 186. 

Aufgabe. Die Gleichung der Ebene soll aus der all- 
gemeinen Form 

(1) Ax B y C z -\- D = i) 
auf die Normalform 

(2) x cos a -f- y cos ß -f- z cos y — p — 0 
gebracht werden. 


Digitized by Googh 
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Auflösung. Man multiplicire in (1) mit dem vorläufig 
unbestimmten Factor R und setze 

(3) R A — cos «, R R — cos ß, RC = cos y, 

(4) ' RD = — />. 

R l bestimmt sich, indem man cos a, cos ß, cos y aus den 
Gleichungen (3) in die Bedingungsgleichung des §. 184 ein- 
setzt, und zwar in Gleichung (2), wenn das Coordinatensystem 
rechtwinklig, in (3), wenn es schiefwinklig ist. Das Vorzeichen 
von R' muß dem von D entgegengesetzt genommen werden, 
damit die Gleichung (4) zu Stande komme. 

§. 187. 

Übungsaufgaben. Welche Gleichungen haben die drei 
Coordinaten- Ebenen? Woran erkennt man, daß eine Ebene 
die atAxe in sich .enthält? Oder die y Axe? Oder die sAxe? 
Woran erkennt man, daß- eine Ebene parallel zu einer der 
Coordinaten-Axen liegt? Oder parallel zu zwei Axen? Woran 
erkennt man, daß eine Ebene vom Anfangspunkte unendlich 
weit entfernt liegt? Man löse diese Aufgaben für rechtwink- 
lige und für schiefwinklige Coordinaten. 

2. Zwei und mehrere Ebenen. Oie gerade Linie als Durchschnitt 
von zwei Ebenen. 

§. 188. 

Abgekürzte Bezeichnung. Mau setze zur Abkürzung 

A { x -\- B \ y C \ z -\- D i — E v 

A | Xk -|- B , ijk -j- C | x>k -j- B | = E\u- 
Dann ist E i *=0 die Gleichung einer Ebene, und R\ . E lk 
drückt den Abstand des Punktes (a:*, yk, z*) von dieser Ebene 
aus. Der Factor R t bestimmt sich nach §. 186. Vgl. §. 43. 

. * §• 1$9. 

Aufgabe. Die gegenseitige Lage von zwei Ebenen 

(1) ‘ £,.= 0, (2) E 2 = 0 

zu untersuchen. • ' 
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Abschnitt IX. l*ie Ebene. Die gerade Linie. 


Auflösung. *I)ie beiden Ebenen haben eine gerade Linie 
gemein, für welche die beiden Gleichungen (1) und (2) gleich- 
zeitig gelten. Dabei sind drei Fälle zn unterscheiden.' 


Erstens. Die gemeinschaftliche gerade Linie hat eine 
bestimmte Lage, in- endlichem Abstande vojn Anfangspunkte 
der Coordinaten, wenn nicht gleichzeitig 


( 3 ) 

ist. 


A-A 

B, 


und = 

A u 


•“i "i '-'i 

Die Ebenen schneiden sich im endlichen Gebiete. 


Zweitens. Die gemeinschaftlich# gerade Linie liegt ihrer 
ganzen Erstreckung nach in unendlicher Entfernung, wenn ' 


( 4 ) 


A 2 

a: 


B, 


_ °* k 

~c; - *- 


• d: < 


k. 


und Je eine von 0 verschiedene, endliche Zahl ist. Die Ebenen 
sind parallel. • 

Drittens. Die gemeinschaftliche gerade Linie ist un- 
bestimmt, wenn 


( 5 ) 


_ B 2 __ C 2 _ D 2 


^ Cy ~ 

Die Ebenen decken sich. 

In dem ersten Falle kann man aus den beiden gleich- 
zeitig geltenden Gleichungen (1) und (2) der Reihe nach einmal 
x, einmal y, einmal z eliminiren. Dadurch erhält man drei 
Gleichungen von der Form 


T.V— = 

n z — -(x = q 2 , 

ß a? — ay — ‘LlP.Il. 

m m 

Jede dieser drei Gleichungen ist eine identische Folge 
der beiden andern. Jede von ihnen drückt eine Ebene aus, 
von denen die erste parallel zur a-Axe, die zweite^ parallel 
•zur y Axe, die dritte parallel zur sAxe liagt. Alle drei Ebenen 
haben die Durehschnittslinie der Ebenen (1)' und (2) mit ein- 
ander und mit diesen gemein. Die Ebenen (6) projiciren die 
gerade Linie auf die Coordinatenebenen. Sie heißen deshalb 
die proji cirenden Ebenen. 'Man erhält die Gleichungen 




2. Zwei mul mehrere Ebenen. Die gerade Linfe als Durchschnitt etc. 141 

dev (Parallel-) Projectionen selbst, indem man mit den drei 
Gleichungen (G) der Iteihe nach verbindet x = 0, resp. y = 0, 
resp. s = 0. 

* Die Spuren der Ebene (1) in den Coordinaten- Ebenen sind 
ihre Durchschnitfsliniea mit diesen Ebenen. Sie werden aus- 
gedrückt durch die Gleichungen 


(?) 

* E t 

= 0 , 

x — 0 ; 

( 8 ) 

E t 

= 0 , 

y = 0; 

( 9 ) 

Ei 

= 0 , . 

2 = 0 . 


Die JSpuren der .geraden Linie [(1), (2)] in den Coordi- 
naten-Ebenen sind ihre Durchschnittspunkte mit diesen Ebenen. 
Sie werden ausgedrückt durch die Gleichungen 


(10) 

E t 

= 0, 

e 2 = o, 

x — 0; 

(11) 

E x 

= 0, 

E, = 0, 

y — 0; 

(12) 

'E t 

= 0, 

E t = 0, 

z = 0. 


In jeder der drei Coordinaten -Ebenen ist der Punkt, in 
welchem die Spuren von zwei Ebenen sich schneiden, die 
.Spur ihrer Durchschnittslinie. 

Übungsaufgabe. Man bestimme a, ß, y, q t , q 2 der 
Gleichungen (6) aus den in (1) und (2) vorkommenden Con- 
stanten. 

* §. 190. 

* . •• 

Aufgabe. Den Neigungswinkel von zwei sich schnei- 
denden Ebenen zu bestimmen. • 

Auflösung. Man bringe die Gleichungen der Ebenen 
(1) E t = 0, (2) E 2 = 0 

auf die Normalform (§. 186). Dadurch lernt man die Winkel 
kennen, welche jedes der beiden vom Anfangspunkte auf die 
Ebenen gefällten Perpendikel mit den Coordinaten - Axen ein- 
schließt (§. 184). Aus ihnen berechnet sich nach §. 178 der 
Winkel, den die beiden Perpendikel mit einander bilden, und 
dieser ist derti Neigungswinkel der beiden Ebenen gleich. 

Übungsaufgabe. Wann ist der Neigungswinkel der 
beiden Ebenen =0, wann =90“? 
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Abschnitt LY. Die Ebene. Die gerade Linie. 
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§. 191. 

Aufgabe. Die Winkel anzugeben, welche die Durch-' 
schnittslinie von zwei Ebenen mit den positiven Richtungen 
der Coordinaten - Axen einschließt. 

Auflösung. Man lege zu jeder der beiden Ebenen 
(1) E t =0, (2) E 2 =J0 

eine l’arallel-Ebene durch den Anfangspunkt der Coordinaten, 
nemlich 

(3) E, (4) E 2 — D 2 = 0. 

Die Durchschnittslinie der Ebenen (3) und (4) ist der 
Durchschnittslinie der Ebenen (1) und (2) parallel. Man er- 
setze nun die Uleichungen (3) und (4), wie in §. 189 (6) -ge- 
schehen, durch drei Gleichungen 

IT?/— ß*-- 0, . 

(5) < 1 35 — '[X — 0, •• 

(,3 a? — ay = 0 

und bestimme (§§. 171, resp. 172) den Radius vector r eines 
auf der geraden Linie (5) beliebig gewählten Punktes (a\ y, 5 ). 
Hierauf laßen sich die drei gesuchten Winkel nach denselben 
Paragraphen berechnen. 

§. 192. 

Aufgabe. Die gegenseitige Lage von. drei Ebenen zu 
untersuchen, von denen keine zwei, sich decken oder par- 
allel sind. 

Auflösung. Die Gleichungen der Ebenen seien * 

(1) E t — 0, (2) E 2 = 0, (3) E 3 = ü. 

Der Fall, daß alle drei oder zwei von ihnen sich decken 
oder parallel sind, ist nach ,§. 189 zu beurteilen. Schließt 
man diesen Fall aus, so erhält man drei Durchschnittslinien 


(4) 


E \ — 0, , | E i ~ / G >, ) E :s ~ °. 

E 2 = 0; W I E, = 0; W ( JB, = 0. 

Für den gemeinschaftlichen Punkt der Linien (4) und (5) 
sind auch die Gleichungen (6) erfüllt, d. h. die Durchschnitts- 
linien der drei Ebenen gehen durch einen und denselben 
Punkt. Man erhält seine Coordinaten, indem man die Glei- 
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cli ungen (1), (2), (3) in Beziehung auf x, y, a als Unbekannte 
auflöst. Drei Fälle. 

Erstens. Der Schnittpunkt der drei Durchschnittslinien 
liegt an einer bestimmten Stelle im endlichen Gebiete, wenn 

(7) A x {B, C, - B, C\) + A, (B, C t - B, C,) 

+ A,(B t C 2 -B 2 C\)> 0. 

Die drei Ebenen bilden eine dreiseitige Ecke. 

Zweitens. Der Schnittpunkt der drei Durchschnittslinien 
liegt in unendlicher Entfernung, wenn 

(8) A , (B, C, - B, C\ 2 ) -f A 2 (B, C t -B t C 3 ) 

+ A 3 (B l t\-B i C\) = 0 

und nicht gleichzeitig die drei Ausdrücke gleich Null sind, 
die aus (8) hervorgehen, wenn man A , , A 2 , A 3 ; resp. 
B j, B 2 , B 3 ; resp. C,, C 2 , C 3 ersetzt durch I) n I) 2 , D 3 . Die 
Durchschnittslinien laufen parallel. Die drei Ebenen sind 
die Seitenflächen eines Prisma. In diesem Falle laßen 
sich drei von Null verschiedene endliche Größen k t , k 2 , k 3 
bestimmen, welche für beliebige Werte von x, y. a die Bedin- 
gungen erfüllen 

(91 k x (£, - D t ) + Aj (E, - />,) + k 3 {E 3 - D 3 ) = 0, 

(10) k t D t -f- k 2 D., -(- k 3 D 3 ^ 0, 

und zwar so, daß die Verhältnisse k. i :k i und k 3 :k t je einen 
bestimmten Wert haben. Geometrische Bedeutung. 

Drittens. Der Schnittpunkt der drei Durchschnittslinien 
ist unbestimmt, wenn der Ausdruck (8) gleich Null und außer- 
dem gleich Null jeder von den drei Ausdrücken, die aus (8) 
hervorgehen, wenn man ^4,, A. z , A 3 \ resp. B v JS 2 , B 3 ; resp. 
C,, C 2 , C 3 ersetzt durch D v D 2 , D 3 . Die Durchschnitts- 
linien der drei Ebenen decken sich. In diesem Falle 
laßen sich drei von Null verschiedene endliche Größen A: , , k 2 , 
k 3 angeben, welche für beliebige Werte von x, y, z die Bedin- 
gung erfüllen 

(11) k x -f- k 2 E 2 -|- k 3 E 3 = 0, 

und zwar so, daß die Verhältnisse k 2 und k 3 :A, je einen 
einen bestimmten Wert haben. 
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Abschnitt IX. Die Ebene. Die gerade Linie. 


Übungsaufgabe, 
gerade Linie 


Unter welchen Bedingungen 
■iV — ß* = ?i • 


lallt die 


* z — yx — q.j, 

in die Ebene /£, = 0? Unter welchen Bedingungen läuft sie 
der Ebene parallel? Unter welchen Bedingungen schneidet 
sie die Ebene, und wo liegt dann der Durchschnittspunkt? 


§. 193. 

Aufgabe. Den Neigungswinkel einer geraden Linie und 
einer Ebene anzugeben. 

Auflösung. Man lege zu der geraden Linie eine Par- 
allele durch den Anfangspunkt der Coordinaten und ermittele 
den Winkel, den diese mit der Normale der Ebene einschließt. 
Der Neigungswinkel der Linie und der Ebene ist das Com- 
plement dieses Winkels. 

§• 194 . 

Aufgabe. Eine gerade Linie auf eine Ebene recht- 
winklig zu projiciren. 

. Auflösung. Man setze die allgemeine Gleichung einer 
Ebene an und stelle die Bedingungsgleichungen dafür auf, 
daß sie auf der gegebenen Ebene rechtwinklig stehe (§. 190), 
und daß sie die gegebene gerade Linie in sich enthalte (§. 192). 
Der Durchschnitt dieser Ebene mit der gegebenen ist die ge- 
suchte Projection. 

§. 195. 

Aufgabe. Die gegenseitige Lage von vier Ebenen zu 
untersuchen, von denen keine zwei sich decken oder par- 
allel sind. 

Auflösung. Die Gleichungen der Ebenen seien 
(1) E t = 0, (2) E ;l = ü, (8) E, = 0, (4) E A = 0. 

Sechs Durchschnittslinien. Folgende Fälle sind zu unter- 
scheiden. 

Erstens. Die vier Ebenen gehen durch einen und 
denselben Punkt, wenn . 
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(5) Ä t [B t (C 3 D t - C, D 3 ) + B 3 (C, D t - C, Ü 4 )+B 4 {C\ D 3 - C 3 D t )\ 

+ A, [B 3 (C 4 D x -C x D t ) + B 4 (C X D 3 -C 3 D X )+B X (C 3 D t - C 4 D»)] 

+A 3 [B 4 (C, JO, — C 3 D x )-j-B x (Cf, D t - C 4 />,)+/?, (C 4 D x -C x D t )) 

+A 4 [B x (C 1 D 3 -C i D 1 )+B i (C 3 D x -C l D 3 )+B 3 (C X D 3 -C 3 D X )] 

= 0 . 

Dann laßen sich für beliebige x, y x s vier von Null ver- 
schiedene endliche Größen </,, </,, q 3 , q A bestimmen, welche 
der Bedingung genügen: 

( 6 ) q x E x q 2 E 3 q 3 E 3 q 4 E x =0, 

und zwar so, daß die Verhältnisse q 2 : q ix q 3 : q x , q A : q x je 
einen bestimmten Wert haben. 

Ist die Bedingung (5) oder (was dasselbe ist) (6) erfüllt, 
so hat man noch zu unterscheiden: 

I. Die vier Ebenen bilden eine vierseitige Ecke. 

II. Die vier Ebenen sind die Seitenflächen eines vierseitigen 
Prisma. 

III. Drei von den Ebenen schneiden sich in einer und der- 
selben geraden Linie, die von der vierten Ebene im 
endlichen Gebiete geschnitten wird. 

IV. Drei von den Ebenen schneiden sich in einer und der- 
selben geraden Linie, welche der vierten Ebene par- 
allel läuft. 

V. Alle vier Ebenen schneiden sich in derselben geraden 
Linie. 

Man erhält die Entscheidung darüber, welcher dieser 
Fälle eintritt, indem man an den Combinationen der Ebenen 


(1). 

(2), 

(3); 

(2), 

(3), 

(4); 

(3), 

(4), 

(i); 

(4), 

(1), 

(2) 


die Untersuchungen des §. l‘J2 ausführt. 

Zweitens. Es gibt keinen gemeinsamen Punkt der 
vier Ebenen, wenn die Gleichung (5) nicht erfüllt ist. 
Hier ist zu unterscheiden: 

VI. Die vier Ebenen bilden die Oberfläche eines Tetraeders. 

VII. Die vier Ebenen sind eine Grundfläche und drei Seiten- 
flächen eines dreiseitigen Prisma. 

Die Entscheidung findet sich wie vorher. 

10 
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Anmerkung. Vier Ebenen, die eine gemeinschaftliche Durch- 
schnittslinie haben, geben zu Untersuchungen Anlaß, welche den Unter- 
suchungen über vier Strahlen in der Ebene entsprechen. Doppelverhältnis. 
Harmonisches Verhältnis. 

Übungsaufgaben. Man suche die Gleichungen der 
sechs Durchschnittslinien. Vereinfachung nach §. 189. Man 
ermittele die Coordinaten ihrer Schnittpunkte. Woran erkennt 
man, daß zwei gerade Linien im Raume sich decken, parallel 
laufen, sich schneiden, sich kreuzen? Einfachster Ausdruck 
der Bedingung. 

§• 196. 

Übungsaufgaben. 1. Durch zwei gegebene Punkte 
im Raume eine gerade Linie zu legen. 

2. Durch einen gegebenen Punkt im Raume eine gerade 
Linie zu legen, die einer gegebenen geraden Linie parallel 
läuft. 

3. Durch einen gegebenen Punkt im Raume eine gerade 
Linie zu legen , welche zwei sich kreuzende gerade Linien 
schneidet. 

4. Eine gerade Linie zu legen, welche zwei sich kreu- 
zende gerade Linien schneidet und einer dritten geraden Linie 
parallel läuft. 

5. Durch einen gegebenen Punkt im Raume eine gerade 
Linie zu legen, welche eine gegebene gerade Linie unter gege- 
benem Winkel schneidet. 

6. Den Abstand von zwei sich kreuzenden geraden Linien 
nach Lage und Größe anzugeben. 

/ 

§- 197. 

Lehrsatz. Wenn die vier Seitenflächen eines Tetraeders 
ausgedrückt werden durch die Gleichungen: 

(1) =0, E 2 = 0, E 3 =0, E t = 0, 

und eine beliebige fünfte Ebene die Gleichung hat: 

( 2 ) E 5 = 0 , 

so läßt sich E, t in die Form bringen: 

(3) E b = k { E y k 2 E 2 E 3 -f- E x . 
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Beweis. Man bringe in Gleichung (3) alles auf eine 
Seite und setze für sich gleich Null, was multiplicirt ist mit 
x, mit y, mit z, und was von x, y, z frei ist. Dadurch er- 
hält man vier Bedingungsgleichungen, in welchen & 2 , k 3 , k t 
als Unbekannte linear Vorkommen. Diese Gleichungen sind zur 
eindeutigen Bestimmung der Unbekannten nötig und hinrei- 
chend. (Homogene Coordinaten.) 


« 


10 * 
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Zehnter Abschnitt, 

Gekrümmte Flächen. Curven im Raume. 


1. Untersuchung der Fläche, deren Gleichung gegeben ist. 

§. 198. 

Lehrsatz. Die Gleichung 

(1) F(x,y,*) = 0 

drückt aus, daß der Punkt, dessen Parallel-Coordinaten x, y, z 
sind, auf einer Fläche beweglich ist. 

Beweis. Man verbinde mit der Gleichung (1) die Gleichung 

(2) x — a., 

welche eine Ebene, parallel zur yz Ebene , ausdrückt. Die 
Gleichungen (1) und (2) vereinigt geben 

(3) F («, y, a) = 0. 

Dies ist die Gleichung einer Linie, welche in der Ebene (2) 
liegt, zugleich aber dem geometrischen Gebilde angehört, 
welches durch die Gleichung (1) ausgedrückt wird. Die 
Linie (3) kann r^ell sein, — oder imaginär, — oder zu 
einem, resp. mehreren einzelnen Punkten zusammenschrumpfen. 
Ob der erste, der zweite, der dritte Fall eintritt, hängt von 
dem Werte der Größe a ab. Läßt man nun ot von — oo bis 
-f- oo alle reellen Zahlen stetig durchlaufen, so wird die 
Ebene (2), fortwährend parallel zur yz Ebene, durch den 
ganzen unendlichen Raum stetig verschoben. An dieser Be- 
wegung nimmt die Linie (3) Teil. Sie ändert dabei zugleich 
fortwährend ihre Gestalt. Die Linie (3) hat also eine dop- 
pelte Bewegung: in der Ebene und mit der Ebene. Durch 
eine solche Bewegung erzeugt die Linie eine Fläche, das Ge- 
bilde, welches durch die Gleichung (1) charakterisirt wird. 
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Übungsaufgaben. Man wende die vorstehende allge- 
meine Betrachtung an auf die Beispiele: 


x' 2 -)- y 2 -f- z 2 — r 2 — 0, 

« 2 (x-x 1 ) 2 ~x?(^ 2 -(- a 2 ) = 0, 
> 2 -L- r.2 _ c 2 = 0, 


y* + 


X 1 


y 
6 2 
i.« 


+ > 1==0 , 


ä + + 


X ’ 2 _?/ 2 . z 2 

a 2 6 2 c 2 


1 =0. 


Man wiederhole die Untersuchung für eine bewegliche Ebene, 
die parallel zur zx Ebene oder parallel zur xt/ Ebene ist. 


§. 199. 

Aufgabe. An eine gegebene Fläche 

(1) F(x,y,z) — Q 

im Punkte (x-, y, z) die Tangential- Ebene zu legen. 

Auflösung., Die gesuchte Tangential - Ebene hat die 
Gleichung 

(2) «— 


§. 200 . 


Aufgabe. Im Punkte (x, y, z) einer gegebenen Fläche 
[§. 199 (l)] die Normale zu errichten. 

Auflösung. Man lege durch den Punkt (x, y , z) zwei 
Ebenen 

(1) A, (6 - x) + ß t (7) - y) + C, (C — *) = 0, 

(2) ii 2 (6 - x) + B, (rj - y) + C, (C - *) = 0, 

und stelle die Bedingungsgleichungen dafür auf, daß beide 
auf der Tangential-Ebene rechtwinklig stehen. Bei rechtwink- 
ligen Coordinaten lauten diese Bedingungsgleichungen 


( 3 ) 

( 4 ) 


ÖF 


ÖF 


dF 




dF dF dF 
A *d^ + B *d Wj + C *^' 


0. 
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Eine von den Größen ^4 , , JB,, C, und eine von den 
Größen A 2 , B 2 , C 2 kann man wählen. Warum? Man setze 


(5) A x = 0, 

(6) B 2 = 0. 

Geometrische Bedeutung. Aus (1), (3), (5) laßen sich A { , 
B,, C, eliminiren, aus (2), (4), (6) dagegen A 2 , B 2 , C 2 . Man 
erhält 


( 7 ) 

( 8 ) 


(V 


i dF fr 




^ dF 
«“*) dl 


(C — *) 


dB 


0 . 


z ' da: 

Für die Normale gelten die Gleichungen (7) und (8) gleichzeitig. 


§. 201 / 

Aufgabe. Die Durchschnittslinie zweier Flächen 

(1) F (x, y, *) = 0, 

(2) <1> (x, y, z) — 0 
zu untersuchen. 

Auflösung. Für die Durchschnittslinie gelten die Glei- 
chungen (1) und (2) gleichzeitig. Man kann versuchen, aus 
diesen Gleichungen einmal x , einmal y, einmal z zu elimi- 
niren. Gelingt dies, so hat man drei Gleichungen, von denen 
jede eine identische Folge der beiden übrigen ist. Geome- 
trische Bedeutung. Parallel -Projectionen in den Coordinaten- 
Ebenen. Vgl. §. 189 und §. 198. 

Die Durchschnittslinie zweier Flächen ist eine Curve im 
Raume. Sie heißt einfach gekrümmt, wenn sie ganz in 
eine Ebene fällt, welche durch die beliebig auf ihr gewählten 
Eckpunkte eines Dreiecks festgelegt ist. Fällt sie nicht voll- 
ständig in diese Ebene, so heißt sie doppelt gekrümmt. 

§• 202 . 

Aufgabe. An die Durchschnittslinie zweier Flächen 
[§. 201 (1) und (2)] im Punkte (x, y, z) die Tangente zu legen. 

Auflösung. Man lege im Punkte (x, y, z) an jede der 
beiden Flächen die Tangential-Ebene. Der Durchschnitt der 
beiden Ebenen ist die gesuchte Tangente. 
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§. 203. 

Aufgabe. Im Punkte (x, y, z) gegen die Durchschnitts- 
linie zweier Flächen die Normal -Ebene zu legen. 

Auflösung. Man errichte im Tunkte ( x , y, z) gegen 
jede der beiden Flächen die Normale. Die beiden Normalen 
legen die gesuchte Normal-Ebene fest. Ihre Gleichung lautet 
(1) J 4( 5 _ a .) +jB ( 1i -y)+C(C- a ) = 0 

dF dfi> __ dA’ d <l> 

dy dz d* dy' 

B dF d <I> öF dO 

d z dx dx d z 1 

d F d <1> d F d <I> 

da; dy dy da; 

(Determinanten.) 

2. Ableitung der Gleichung aus der Definition der Fläche. 

Erzeugung durch Bewegung. 

§. 204. 

In den §§. 198 bis 203 ist die Gleichung der Fläche als 
gegeben vorausgesetzt. Es handelt sich darum, die Eigen- 
schaften der Fläche aus der Gleichung zu entwickeln. Man 
kann aber auch die umgekehrte Aufgabe stellen: aus der De- 
finition der Fläche ihre Gleichung herzuleiten. Hier kommt 
es darauf an, die in Worten ausgesprochene Definition in die 
Sprache der Analysis zu übertragen. 

Übungsaufgaben. Man leite die Gleichung der Kugel 
ab, wenn Radius und Mittelpunkt gegeben sind. Ebenso die 
Gleichung des geraden Kreiskegels, wenn der Scheitel und der 
Basiskreis gegeben sind. Ebenso die Gleichung eines geraden 
Kreis- Cylinders, wenn Axe und Radius gegeben sind. 

Man löse für jede dieser Flächen die Aufgaben der §§. 199 
und 200. Man bringe je zwei dieser Flächen in verschiedene 
gegenseitige Lagen und untersuche nach §§. 201 bis 203 ihre 
Durchschnittslinien. Man lege durch jede der drei Flächen 
eine schneidende Ebene. Man beweise, daß die Curven zweiter 
Ordnung Kegelschnitte sind. 
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§. 205. 

Besonders wichtig ist die Aufgabe, die Gleichung einer 
Fläche herzustellen, welche entsteht, wenn eine gegebene Linie 
nach vorgeschriebenem Gesetze sich bewegt. Mau kann jede 
beliebige Fläche auf diese Weise entstanden denken. Die haupt- 
sächlichsten Erzeugungsarten sollen hier betrachtet werden. 

§. 206. 

Cylinderflächen. Eine gerade Linie soll im Raume 
sich so bewegen, daß sie einer gegebenen geraden Linie stets 
parallel läuft und eine gegebene Curve (die Directrix) stets 
durchschneidet. 

Bezeichnet man mit £, r ; , C die laufenden Coordinaten 
eines Punktes der Erzeugenden, mit x, y, z die Coordinaten 
eines Punktes der Directrix , so besteht die Aufgabe darin, 
aus den Gleichungen der Directrix 

F(x, y, z) ~ 0, 

<l> (*, y, *) — 0 

und den Gleichungen der Erzeugenden 

A , ($ - x) + B , (t, - y) -f- C x (C - s) = 0, 

A i (S — x ) + ß 2 Os — y) -f c i (c — *) = o 

die Größen x , y , z zu eliminiren. Das Resultat, eine Glei- 
chung zwischen $, r,, C, ist die Gleichung der Cylinderfläche. 
Steht die Wahl des Coordinatensystems frei, so wird man eine 
der Axen parallel der Erzeugenden legen, z. B. die sAxe. 
Dann ist C, = C 2 — 0. 

Übungsaufgaben. Man wähle zur Directrix eine Parabel, 
— eine Ellipse, — eine Hyperbel in der xy Ebene und lege 
die Erzeugende parallel zur z Axe. Welche Ebenen haben mit 
dem elliptischen Cylinder einen kreisförmigen Durchschnitt? 

Man beweise den Satz: 

Der elliptische Cylinder wird von einer beliebigen Ebene 
in einer Ellipse, der parabolische in einer Parabel, der hyper- 
bolische in einer Hyperbel geschnitten, wenn die Ebene nicht 
parallel zu der Richtung der Erzeugenden ist. Ist sie dieser 
Richtung parallel, so hat sie mit der Fläche zwei (reelle oder 
imaginäre) Erzeugende gemein. 
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§. 207. 

Kegelfläclien. Eine gerade Linie soll im Raume sich 
so bewegen, daß sie stets durch einen festen Punkt geht und 
eine gegebene Curve (die Directrix) stets durchschneidet. 

Bezeichnet man mit x r y r z , die Coordinaten des festen 
Punktes (des Scheitels), mit x, y, z die Coordinaten eines 
Punktes der Directrix und mit £, r ( , C die laufenden Cooi- 
dinaten eines Punktes der Erzeugenden, so erhält man 
(£ — a;,) (a — a,) — (£ — 3,) (x — ar,) = 0, 

. ( T 1 — Z/i)(* — ®i) — — *i)(2/ — ^,) = 0 

als Gleichungen der Erzeugenden. Aus diesen und den Glei- 
chungen der Directrix 

F (x, y , a) = 0, 

(»> y, s) = o 

sind die Größen x, y, a zu eliminiren. Das Resultat, eine 
Gleichung zwischen £, r„ C, ist die Gleichung der Kegelfläche. 
Steht die Wahl des Coordinatensystems frei, so wird man den 
Anfangspunkt in den Scheitel legen (x l ~y l =z t =0). 

Übungsaufgaben. Man wähle zur Directrix eine Parabel, 
— eine Ellipse, — eine Hyperbel. Man lege eine Schnitt- 
ebene hindurch und beweise, daß in jedem der drei Fälle die 
Durchschnittslinie sowohl Parabel, als Ellipse, als Hyperbel 
sein kann. Kegel zweiter Ordnung. Kreisschnitte. 

§. 208. 

Rotationsflächen. Eine unbewegliche gerade Linie 
(die R.otationsaxe) und eine Curve im Raume seien gegeben. 
Die Curve soll, ohne ihre Gestalt zu ändern, sich so bewegen, 
daß jeder ihrer Punkte in constantem Abstande von zwei 
festen Punkten der Axe bleibt. Die Curve erzeugt bei dieser 
Bewegung eine Rotationsfläche, jeder ihrer Punkte durch- 
läuft einen Parallelkreis. Alle Ebenen, welche die Axe in 
sich enthalten, schneiden die Fläche in congruenten Meri- 
diancurven. 

Man wähle den Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems auf der Rotationsaxe. Die Winkel, welche 
diese mit den Coordinatenaxen einschließt, seien a, ß, y. Die 
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erzeugende Curve habe in irgend einer ihrer möglichen Lagen 
die Gleichungen: 

/ j \ i ^ o®i ih 3 ) = o, 

i <b (*» y, *) = o. 

Man lege im Abstande p vom Anfangspunkte der Coor- 
dinaten eine Ebene rechtwinklig gegen die Rotationsaxe. Diese 
Ebene hat die Gleichung: 

(2) x cos o.-\-y cos ß -f - z cos f — p = 0. 

Sie schneidet die Rotationsaxe in einem Punkte, dessen 
Coordinaten 

(3) x , = p cos a, y { =p cos ß, z , = p cos y 

sind. Sie schneidet die erzeugende Curve in einem Punkte, 
dessen Coordinaten x. 2 , y 2 , z. 2 sich aus den Gleichungen 

l = 

(4) | <I> (* 2 , y 2 , z 2 ) = 0, 

[ x 2 COS «-(-?/ 2 COS ß -j- «2 COS y — p = 0 
berechnen. Der Abstand der beiden Punkte (3) und (4) ist 

(5) r— — *i) 2 + (*G — 2/i) 2 + ( 2 2 — z i) 2 - 

Die Rotationsfläche wird von der Ebene (2) in einem 
Parallelkreise geschnitten, auf welchem ein beliebiger Punkt 
(;, t ( , C) von dem Punkte (3) den cunstanten Abstand r hat. 
Es ist also 

(6) S 2 +r,’-K 2 = ' >2 +P 2 , 

(7) $ cos a -f- r ( cos ß -(- C cos y — p = 0. 

Aus den Gleichungen (5), (6), (7), den drei Gleichungen (3) 
und den drei Gleichungen (4) sind die acht Größen x i ,y l ,z l , 
x 2 , y 2 , z 2 , r, p zu eliminiren. Das Resultat, eine Gleichung 
in ?, r,, C, ist die Gleichung der Rotationsfläche. 

Steht die Wahl des Coordinatensystems frei, so wird man 
eine der Axcn, z. B. die zAxe, in die Rotationsaxe legen. Da- 
durch gehen die Gleichungen (3) und (7) über in 

* 1 = 0 , y { = 0, z, =p, : — p = ü, 

und man erhält die Gleichung der Meridiancurve, bezogen auf 
ein in ihrer Ebene liegendes rechtwinkliges System (r, Q, 
indem man x 2 , y 2 aus den drei Gleichungen 
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^ (*21 Uii 0 ■ — o, 

‘I> (*2) 2/21 C) = o, 

' ,S = x\ + y\ 

eliminirt. In dem Resultat dieser Elimination hat man 
r = \ $ 2 -f- r ( 2 zu setzen, um die Gleichung der Fläche, be- 
zogen auf die rechtwinkligen Coordinaten, zu erhalten. Ist 
cp der Winkel, welchen r mit der positiven «Axe einschließt, 
so kann man auch cp, r, C als Coordinaten ansehen (Semi- 
polar-Coordinaten). Das System besteht aus einer Schaar 
von Halbebenen, welche sich in der CAxe schneiden, einer 
Schaar von geraden Kreiscylindern , welche die CAxe zur ge- 
meinschaftlichen Axe haben, und einer öchaar von parallelen 
Ebenen, welche zur CAxe rechtwinklig liegen. 


Fig. 58. 



Übun gsaufgaben. Man laße rotiren 

1. den Kreis um einen Durchmeßer; 

2. die gerade Linie um eine parallele Axe; 

3. die gerade Linie um eine sie schneidende Axe; 

4. die gerade Linie um eine sie kreuzende Axe; 
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5. die Ellipse um die kleine Axe (abgeplattetes Rotations- 
Ellipsoid) ; 

6. die Ellipse um die große Axe (gestrecktes Rotations- 
Ellipsoid) ; 

7. die Hyperbel um die Nebenaxe (einschaliges Rotations- 
Hyperboloid) ; 

8. die Hyperbel um die Hauptaxe (zweischaliges Rotations- 
Hyperboloid); 

9. die Parabel um die Axe (Rotations-Paraboloid); 

10. die Parabel um die Direotrix; 

11. den Kreis um eine in seiner Ebene liegende Axe, die 
ihn nicht schneidet (Ring); 

12. die Figur 58 um die zAxe (Ring-Coordinateu). 

Man beweise, daß die Aufgaben 4. und 7. dieselbe Fläche 
erzeugen. Man wende die §§. 199 bis 203 an. 

§. 209. 

Regelt'lächen. Wenn eine gerade Linie nach irgend 
einem vorgeschriebenen Gesetze sich bewegt, so erzeugt sie 
eine Regelfläche. Es kommt zur Herstellung ihrer Glei- 
chung darauf an, aus den beiden Gleichungen der geraden 
Linie: 

( A , x -j- B , y -f- C, z -f- D , = 0, 

I A 2 x + B 2 y-\-C 2 z + D 2 =0, 
die Größen A { , B { , 6 1 ,, D v A 2 , B 2 , C 2 , D 2 , soweit sie nach 
dem Rewegungsgesetze nicht constant bleiben, zu eliminiren. 
Dies geschieht mit Hülfe der Gleichungen, welche das Bewe- 
gungsgesetz ausdriieken. Es ist natürlich nicht ausgeschloßen, 
vor Ausführung der Elimination die Gleichungen (1) umzu- 
formen. Die Frage nach der zweckmäßigsten Form hängt 
von dem Bewegungsgesetze ab. 

Wenn keine zwei benachbarte Lagen der erzeugenden 
geraden Linie in dieselbe Ebene fallen, so heißt die Fläche 
windschief. 

Die Ebene, die Cylinderflächen, die Kegel flächen sind Bei- 
spiele von Regclflächen. 

Übungsaufgaben. 1. In zwei parallelen Ebenen sind 
zwei congruentc Ellipsen gegeben. Die Verbindungslinie ihrer 
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Mittelpunkte soll auf den Ebenen rechtwinklig stehen, und 
die großen (resp. die kleinen) Axen sollen einander parallel 
sein. Von den Endpunkten eines Durchmeßers der einen 
Ellipse ziehe man eine gerade Linie nach den Endpunkten 
des conjugirten Durchmeßers der zweiten Ellipse. Man be- 
weise, daß die vier geraden Linien dieselbe Fläche erzeugen, 
wenn die Durchmeßer sich drehen. Man stelle die Gleichung 
der Fläche her. 

2. In zwei parallelen Ebenen sind zwei ähnliche Ellipsen 
gegeben. Die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte soll auf den 
Ebenen rechtwinklig stehen, und die großen (resp. die kleinen) 
Axen sollen einander parallel laufen. Eine gerade Linie be- 
wege sich so, daß sie beide Ellipsen schneide, und daß ihre 
Projection in der Ebene der kleineren Ellipse stets Tangente 
dieser Curve sei. 

3. Durch zwei sich kreuzende Kanten eines Tetraeders 
soll eine schneidende Linie hindurchgelegt werden, so daß die 
Abschnitte auf den Kanten in Proportion stehen. Welche 
Flächen erzeugt die Linie, wenn sie an der einen Kante von 
Anfang bis zu Ende, an der andern einmal von Anfang bis 
zu Ende, das andere mal von Ende bis zu Anfang läuft? 
Drei Kantenpaare: sechs Flächen, die paar-weise sich decken. 
Sind drei Seitenflächen congruente gleichschenklige Dreiecke, 
also die vierte ein gleichseitiges Dreieck, so sind die drei 
Flächen congruent. 

4. Eine gerade Linie ist gegeben und in einer dazu par- 
allelen Ebene ein Kreis, welcher die Projection der geraden 
Linie zum Durchmeßer hat. Eine bewegliche gerade Linie 
soll an der gegebenen geraden Linie und dem Kreise als 
Leitlinien hingleiten und dabei die gerade Linie stets unter 
rechtem Winkel schneiden (Sphenisk mit kreisförmiger Basis). 

§. 210 . 

Sehr au beu flächen. Die in §. 208 beschriebene Rota- 
tion soll in der Weise modificirt werden, daß die Rotationsaxe 
sich in sich selbst verschiebt und dabei die beiden mit der 
erzeugenden Curve fest verbundenen Punkte der Axe Wege 
durchlaufen, welche dem Drehungswinkel proportional sind. 
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Die erzeugende Curve bringt eine Sch rauben fläche hervor. 
Der 'feil der letzteren, welcher durch eine volle Umdrehung 
erzeugt ist, heißt ein Schraubengang, und der Weg, welchen 
jeder der mit der Curve fest verbundenen Punkte der Axe 
durchlaufen hat, die Höhe des Schraubenganges. 

Man lege die 2 Axe des Coordinatensystems in die Rota- 
tionsaxe. Dann findet sich die Gleichung der Schrauben- 
fläche, bezogen auf Semipolar -Coordinaten, indem man aus 
den Gleichungen der erzeugenden Curve: 


( 1 ) i F (*21 2/21 z i ) = 

j <I> ( x a , y a , z 2 ) ~ 

und den Gleichungen, welche die Schraubenbeweguug charak- 
terisiren: 

(^) r 2 = x 1 -4- « 2 , 

2 1 *' 2 ’ 


( 3 ) 

die Größen 


r = z 2 + 
x a , y a , z a eliminirt. 


h <p 
2 ^’ 


Übungsaufgaben. Man nehme als erzeugende Linie 

1. eine gerade Linie, welche von der z Axe aus einseitig 
verläuft und auf der 2 Axe rechtwinklig steht; 

2. eine gerade Linie, welche von der 2 Axe aus einseitig 
verläuft und gegen die z Axe geneigt ist; 

3. ein Rechteck, dessen Grundlinie, kleiner als die Höhe 
des Schraubenganges, in der z Axe liegt; 

4. ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Grundlinie, gleich 
der Höhe des Schraubenganges, parallel zur 2 Axe liegt; 

5. einen Kreis, der mit der 2 Axe in derselben Ebene liegt 
und diese Axe schneidet, — berührt, — nicht trifft. 

§. 211 . 

Andere Bewegungsgesetze. Aufgaben: 

1. Zwei Ellipsen mit gemeinschaftlichem Mittelpunkte sind 
gegeben. Die kleine Axe der ersten Ellipse steht rechtwinklig 
a, D der Ebene der zweiten Ellipse. Die große Axe der ersten 
R!lipse ist Durchmeßer der zweiten. Die Ebene der ersten 
Rllipse soll um die constante kleine Axe gedreht werden, und 

f urve soll dabei ihre Gestalt so verändern, daß ihre große 
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Axe stets Durchmeßer der zweiten Ellipse bleibt. (Dreiaxiges 
Ellipsoid.) 

2. Eine Ellipse und eine Hyperbel mit gemeinschaftlichem 
Mittelpunkt sind gegeben. Die Nebenaxe der Hyperbel steht 
rechtwinklig auf der Ebene Her Ellipse. Die Hauptaxe der 
Hyperbel ist Durchmeßer der Ellipse. Die Ebene der Hyperbel 
soll um die constante Nebenaxe gedreht werden, und die Curve 
soll dabei ihre Gestalt so verändern, daß ihre Hauptaxe stets 
Durchmeßer der Ellipse bleibt. (Einschaliges Hyperboloid.) 

3. Eine Ellipse und eine Hyperbel mit gemeinschaftlichem 
Mittelpunkt sind gegeben. Die Hauptaxe der Hyperbel steht 
rechtwinklig auf der Ebene der Ellipse. Die Nebenaxe der 
Hyperbel ist Durchmeßer der Ellipse. Die Ebene der Hyperbel 
soll um die constante Hauptaxe gedreht werden, und die Curve 
soll dabei ihre Gestalt so verändern, daß ihre Nebenaxe stets 
Durchmeßer der Ellipse bleibt. (Zweischaliges Hyperboloid.) 

4. Welche Flächen werden in 2. und 3. von den Asym- 
ptoten der Hyperbel beschrieben? (Asymptotenkegel.) 

5. Eine Parabel soll um ihre Axe gedreht werden und 
dabei ihre Gestalt so ändern, daß sie stets eine Ellipse schneidet, 
die ihren Mittelpunkt in der Axe der Parabel hat und deren 
Ebene rechtwinklig zu dieser Axe liegt. (Elliptisches Paraboloid.) 

6. Zwei Hyperbeln in parallelen Ebenen sind gegeben. 
Die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte steht auf ihren Ebenen 
rechtwinklig. Die Hauptaxe der einen ist der Nebenaxe der 
andern parallel und gleich und umgekehrt. Eine Parabel, 
welche die Verbindungslinie der Hyperbelmittelpunkte zur Axe 
und die Mitte dieser Verbindungslinie zum Scheitel hat, soll 
um ihre Axe gedreht werden und dabei ihre Gestalt so ver- 
ändern, daß sie die eine oder die andere Hyperbel stets 
schneidet. (Hyperbolisches Paraboloid.) Welche Gestalt hat 
die erzeugende Linie, wenn ihre Ebene die Asymptoten der 
Hyperbeln in sich enthält? 
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Elfter Abschnitt. 

Das Ellipsoid. Die beiden Uyperboloide. 
Die beiden Paraboloide. 


1. Das Ellipsoid. 

§. 212 . 

Die einfachste Form der Gleichung des Ellipsoids (§. 211, 
Aufg. 1), bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system, ist 

( 1 ) 


* _l r i * : _ i _ o 

a 2 + J 2 + c* 1 _ U- 


Die Sehnen von der Länge 2 a, 2b, 2c, welche auf den 
Coordinatenaxen liegen, heißen die Axen der Fläche (Fig. 59). 


Fig. 59. 


9 



Der Anfangspunkt der Coordinaten ist der Mittelpunkt der 
Fläche. Warum? Die Fläche umschließt einen vollständig 
begrenzten Raum. 

Übungsaufgaben. Man wende die §§. 199 und 200 
auf das Kllipsoid an. 
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1U1 


§. 213. 

Aufgabe. Die gemeinschaftlichen Funkte des Ellipsoids 
f§.212 (1)] und der geraden Linie 

(1) x — £ = <*,»*, y — — a 2 r, z — C-— a 3 r 

aufzusuchen. 


Auflösung. Sollen a:, ?/, z die Coordinaten der gemein- 
schaftlichen Punkte sein, so ist r der Abstand derselben von 
dem auf der geraden Linie liegenden Punkte (£, r ( , C). Durch 
Verbindung der Gleichungen (1) mit §. 212 (1) ergibt sich 

,.2 ( a l i *1 + iu 2 r ('-'-l + *** 4- 
\ o> ^ 6* ^ c* / ^ \ a 2 ^ A* ^ c 2 / 


+(£+*+ 




C 2 

C 2 


1 


) = 0 - 


Zwei Wurzelwerte r,, r 2 , also zwei gemeinschaftliche 
Punkte. Wir betrachten die besondern Fälle: 

Erstens. r t = — r 2 , wenn 


( 2 ) 


4j1 i fil i _ n 
a i + &S + c 2 


In diesem Falle liegt der Punkt ($, 7j, C) in der Mitte 
der Sehne. Die Gleichung (2) drückt eine Ebene aus, die 
den Mittelpunkt des Ellipsoids in sich enthält. Diese ist also 
der geometrische Ort für die Mittelpunkte aller durch die 
Gleichungen (1) charakterisirten parallelen Sehnen. Der Durch- 
meßer unter ihnen 


(3) x = a, r, y = ct 2 r, z — a 3 r, 

und die Ebene (2) heißen einander conjugirt. 


Zweitens. 


( 4 ) 


»•j =0, wenn 

e 2 i jü!. i A! 

« 2 Tjj-r C 2 


— i = o, 


d. h. wenn der Punkt ($, tj, C) auf dem Ellipsoid liegt. Soll 
auch r 2 =0 sein, so muß auch noch die Gleichung (2) gelten. 
Aus (1) und (2) findet sich 


(* — 9 ii +(y — r <) l-i + (* - 0 -£• = o, 

oder mit Rücksicht auf (4) 


11 
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(5) 


■ y , i | 

a 1 ' b 2 ' c* 


1 = 0 , 


die Gleichung der Tangentialebene, wenn (5, r ( , Q der Berüh- 
rungspunkt ist. 

Drittens, r, = r 2 , wenn 

/*|E I “al i «*C\* / s u* 4 ! 1 sU^i. t m ^ i\ 

W Vä* + W + ~c*) + P + 7*7 va* + P + cT - 1 j 

= 0 . 

Diese .Gleichung, aus welcher o,, a 2 , a 3 mit Hülfe von 
(1) zu eliminiren sind, drückt den Inbegriff aller Tangenten 
aus, die vom Punkte (£, r ( , C) an das Ellipsoid sich legen 
laßen. Tangentenkegel. Aus (6) und §. 212 (1) folgt 


\a* ^ l 


d. h. 

(7) 


b 2 + 


^4-i 




+ a* 


4- 

^ P 


+ 


C 2 


1 = 0, 




+ ^ + 7?- 1=ü - 


Die Linie, in welcher das Ellipsoid von dem Tangenten- 
kegel berührt wird, liegt also in der Ebene (7), der Polar- 
ebene des Punktes ($, tj, C)- 

Viertens, r, kann nicht = oo sein, weil für diesen Fall 


( 8 ) 


_1- _| 2- J » 

ft. 2 ' /)2 * 


0 


a 

P ' c* 

sein müßte. Diese Gleichung würde aber für reelle Werte 
nur erfüllt werden durch 

a i = «2 = «3 = 0. 

was unmöglich ist, da 

«2 -4- a? + o* = 1. 

1 1 2 1 3 

Fünftens, r, und r 2 können nicht unbestimmt werden. 
Denn dazu müßten die Gleichungen (2), (4), (8) gleichzeitig 
erfüllt sein. Die Gleichung (8) ist aber unmöglich. 


§• 214. 

Aufgabe. Die Gleichung des Ellipsoids, bezogen auf 
drei conjugirte Durchmeßer als Coordinatenaxen, herzuleiteu, 
d. h. auf drei Durchmeßer, von denen jeder der Ebene der 
beiden andern conjugirt ist. 
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Auflösung. Man gehe aus von der Gleichung 
x 2 
a 2 

welche auf rechtwinklige Coordinatenaxen (die Axen der Fläche) 


(0 


y 2 £.2 

+ b* + ^ — 1 = 0) 


bezogen ist. Die Transformationsformeln lauten 
Ix = 

(2) \y = «,X + ^Y + v >Z, 

U = a s x+ß 3 y+ T:j z, 

wenn die neuen Coordinaten mit X , Y, Z bezeichnet werden. 
Da das alte System rechtwinklig ist, so hat man 
«? + « 2 2 + «» = 1 , 

ß?+ß 2 +ß 2 = 1, 

T? + T 2 + T 2 = 1- 

Außerdem ist noch auszudrücken, daß die neuen Coor- 
dinatenaxen conjugirte Durchmeßer sein sollen, also 


(3) 


/ «iß. i «aß 


(4) 


a ‘ 

ßiTi 


Ti «i 

.2 


I “2 \ J 2 | 

' 62 + 

I ßzTa 

' ^ c 


*3 ßs 


= 0, 


= 0 
1 ’ 


+ J W*-+ 


Ta«3 _ 


= 0 . 


a‘ ■ 6 2 c 

Dadurch geht die Gleichung (1) über in 

V2 V2 £2 

(5) ^ + ^ + __l=0, 

i °i i 

und es ist dabei zur Abkürzung geschrieben 


_ j 2 

-I _L _A J_ lä 
a 2 i 2 ^ c 2 


1 


(6) 


0 2 

LI L 2 

n 2 • ^j2 I /i2 


e 

a 

^2 
I | 


. ei.i 

c 2 


6 2 

1 


1 


Y £ «Y 2 »y 2 

Ii j_ I 2 _i_ _jl = _ 
a n t h i ~r C 2 C 2 

t 


Von den conjugirten Durchmeßern kann einer beliebig 
gegeben sein, z. B. dadurch, daß a,, a 2 , a s beliebig gegeben 

11 * 
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sind, jedoch so, daß sie die erste der Gleichungen (3) er- 
füllen. Dann ist die conjugirte Ebene [§. 213 (2)] festgelegt. 
In ihr kann man noch einen Durchmcßer beliebig wählen, 
z. B. dadurch, daß man y 3 beliebig annimmt. Man muß dabei 
nur die Vorsicht beobachten, daß der Winkel, dessen Cosinus 
— 3 ist, nicht kleiner genommen wird, als der Neigungswinkel 
der zAxe gegen die Ebene [(2) §.213] und nicht größer als 
sein Nebenwinkel. Gibt man hierauf Acht, so erhalten 
ß , , ß 2 , ß 3 reelle Werte, und es werden in (6) die Größen 
« 2 , c 2 positiv. Die Durchschnitte des Ellipsoids mit 
den Ebenen A' F, Y Z, Z X sind also Ellipsen. Geometrische 
Bedeutung von c t . 

Geht man von den rechtwinkligen Coordinaten auf ein 
zweites System von conjugirtcn Durchmeßern über und be- 
zeichnet die neuen Coordinaten mit X', F', Z', so erhält die 
Gleichung des Ellipsoids die Form 


v /2 Y ‘ 2 Z' 2 

(7) ^ + -^ + ^- 1=a 

2 °2 2 

Man hätte aber auch direct von dem Systeme (X, F, Z) 
auf das System (X', P, Z') übergehen können, d. h. von der 
Gleichung (5) auf die Gleichung (7). Das Wesentliche der 
Transformation besteht darin, daß die Producte 2XF, 2 FZ, 
2ZX nicht Vorkommen. Dies läßt sich in unendlich vielen 
verschiedenen Weisen erreichen. Bemerkenswert ist es aber, 
daß die Coefficienten der drei Quadrate X 2 , F 2 , Z 2 hei jeder 
von diesen Transformationen positiv ausfallen. 


§. 215. 


Aufgabe. 


( 1 ) 

mit der Ebene 

( 2 ) 

zu untersuchen, 


Den Durchschnitt des Ellipsoids 


•■»*2 )i 2 

£... _L 2L 4_ 

a*'b 2 ‘ c 2 


= 0 


Ax + By -f Cz + D = 0 
wenn x, y, z rechtwinklige Coordinaten sind. 


Auflösung. Man führe die Coordinuten-Transformation 
des vorigen Paragraphen durch und setze dabei 
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a, — QAa 2 , a 2 = QBb 2 , a 3 = QCc 2 , 

l : Q 2 = A 2 a 4 B 2 b 4 - f C 2 e*. 

Dann ist die neue X Axe der Ebene conjugirt, welche parallel 
zur Ebene (2) durch den Mittelpunkt gelegt wird. Für die 
neuen Coordinaten geht die Gleichung des Ellipsoids in die 
Gleichung (ö) des vorigen Paragraphen über, und die neue 
Gleichung der Ebene lautet: 

X-\-a](lD = 0, 
oder, was dasselbe ist: 

(3) X -f • a ' D — 0. 

V A 2 a 2 -f B 2 b 2 -f C 2 c 2 

Für den Durchschnitt der Ebene und des Ellipsoids gilt 
außer der Gleichung (3) noch die folgende Gleichung 

m D 2 ^ - o 

w b ] c ? ' ii*a>+ C*c*/ 

Die Durchschnittslinie ist also eine Ellipse. Sie ist reell 
oder imaginär, je nachdem 

D 2 

A 2 a 2 -f BH* -f C2 c 2 
kleiner oder größer ist als a\. Für 

a] D 2 2 

A*a?-\-RW + c* c 2 ~ °« 

schrumpft sie zu einem Punkte zusammen, dem Berührungs- 
punkte des Ellipsoids und der Ebene (2). Geometrische Be- 
deutung der Unterscheidung 

2 > a] D 2 

< A ‘ 

Wie muß die Ebene liegen, damit die Durchschnitts- 
ellipse ein Kreis werde? 

2. Das einschalige Hyperboloid. 

§. 216. 

Die einfachste Form der Gleichung des einschaligen Hyper- 
boloids (§. 211, Aufg. 2), bezogen auf rechtwinklige Coor- 
dinaten, ist 
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( 1 ) 


— 1 = 0 . 


* a 

a 2 b 2 C 2 

Die Strecken 2a, 2b, 2c, welche auf den Coordinatenaxen 
liegen und im Anfangspunkte der Coordinaten halbirt werden, 
heißen die Axen der Fläche (Fig. 60). Die beiden ersten 


Fig. 60. 



sind reelle Sehnen, der dritten entspricht die imaginäre Sehne 
2 c]/ — 1. Der Anfangspunkt der Coordinaten ist Mittelpunkt 
der Fläche. Warum? 

Der Durchschnitt der Fläche mit der xy Ebene ist eine 
Ellipse, die Durchschnitte mit den beiden andern Coordinaten- 
Ebenen sind Hyperbeln. 

Der Asymptotenkegel (§.211, Aufg. 4) hat die Gleichung 


( 2 ) 


x* 


_i_r_ 

' C 2 


0 . 


Die gerade Linie 

(3) x=a l r, y = a a r, z — a 3 r, 

welche durch den Scheitel des Kegels (den Anfangspunkt der 
Coordinaten) geht, ist eine Erzeugende, wenn 


( 4 ) 


Übungsaufgabe. 


CA. 

_i_ ?_ _ 0 

^ c a 

Man wende die §8 


199 und 200 an. 
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§• 217. 

Aufgabe. Die gemeinschaftlichen Punkte des einschaligen 
Hyperboloids [§. 216 (1)] und der geraden Linie 
(1) x— £ = a,r, y — tj = a 2 r, s — C = a 3 r 
aufzusuchen. 


Auflösung. Man verfahre wie in §. 213. Die Gleichung 
für r lautet 

• j $+3-3)+*'.G£+¥--#) 


+(5+S-S- l M 

Zwei Wurzelwerte r t , r 2 . 

Besondere Fälle: 

Erstens r, = — r 2 , wenn 

w #+¥~£- 0 

ist. In diesem Falle ist (£, ip C) der Mittelpunkt der Sehne, 
und die Ebene, welche durch die Gleichung (2) ausgedrückt 
wird, bildet den geometrischen Ort für die Mittelpunkte aller 
in den Gleichungen (1) enthaltenen parallelen Sehnen. Der 
Durchmeßer unter ihnen 

(3) x=a ,r, y — a 2 r, z — a 3 r 

und die Ebene (2) heißen einander conjugirt. 


C 2 


Zweitens, r, =0, wenn 


(4) 


£2 y 2 r2 

_l 5 b 1=0 

d. h. wenn der Punkt (£, r t , C) auf dem Hyperboloid liegt. 
Soll auch r 2 = 0 sein, so muß auch noch die Gleichung (2) 
gelten. Aus (1), (2) und (4) findet sich 

W a 3 + b 3 c 3 1 " 

die Gleichung der Tangentialebene, wenn (£, r ( , £) der Berüh- 
rungspunkt ist. 


Drittens, r, — r 


2> 


wenn 
2 


(hl i (h i « j _ h\(H _i_ V _ _ ■. \ 

KJ \a 3 ^b 3 c 3 ) \« 2_r 62 c s / \a 2 ' b 3 c 2 / 

■— 0. 
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Tangentenkegel mit dem Scheitel im Punkte (5, r„ C). Die 
Berührung findet in der Polarebene des Punktes (£, tj, C) 
statt. Für diese gilt die Gleichung (7) des §. 2 1 .'5, jedoch mit 
der Abänderung, daß c 2 das entgegengesetzte Vorzeichen er- 
hält [Gleichung (5) dieses Paragraphen]. 


V iertens. 


( 7 ) 


: OO, 


wenn 
2 


2 2 2 
£Li _1_ ® * _ «3 _ 

a 2 ' b 2 c 2 


0 , 


d. h. wenn die gerade Linie (1) auf einem Kegel liegt, der 
seinen Scheitel im Punkte (5, r„ C) hat, und dessen Erzeugende 
zu je einer Erzeugenden des Asymptoteukegels parallel laufen. 

Die Gleichung (7) sagt aus, daß der zur Geraden (1) 
parallele Durclimeßer (3) in die ihm conjugirte Ebene (2) 
und in die Oberfläche des Asymptotenkegels [§. 216 (2)] hinein- 
fällt. Die Ebene (2) berührt den Asymptotenkegel längs des 
Durchmeßers (3), wenn die Gleichung (7) erfüllt ist. Warum? 

Soll außer r, = oo auch noch r 2 — oo sein, so muß 
außer der Gleichung (7) auch noch (2) erfüllt sein. Eliminirt 
man £, rj, C aus (1) und (2) und nimmt Rücksicht auf (7), 
so ergibt sich 

( 8 ) ¥+^-¥ = 0 ' 


d. h. die gerade Linie (1) fällt selbst in die Ebene (2). Dies 
folgt aus (2) und (7) auch rein geometrisch. Construction. 

Fünftens. »•, und r 2 sind völlig unbestimmt, weun die 
Gleichungen (2), (4), (7) gleichzeitig gelten. In diesem Falle 
liegt die gerade Linie (1) ihrer ganzen Erstreckung nach auf 
dem Hyperboloid. Da aus (1), (2) und (4) die Gleichung (5) 
folgt, so liegt sie auch auf der Tangentialebene. Man findet 
also ihre Gleichungen, indem man aus (5) und §. 216 (1) 
einmal y und einmal x eliminirt. Da die Gleichung §. 216 (1) 
quadratisch ist und Gleichung (5) linear, so erhält man zwei 
gerade Linien, nemlich 
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Setzt man x , y, z resp. statt x — 6, y — r, , z — C, so 
erhält man zwei gerade Linien, welche den Linien (9) parallel 
laufen und den Durchschnitt des Asymptotenkegels mit einer 
durch seinen Scheitel gelegten Parallel - Ebene zur Ebene (5) 
bilden. 


Sechstens. Legt man die gerade Linie durch den An- 
fangspunkt der Coordinaten [Gleichungen (3)], so sind r, und 
r 2 reell oder imaginär, je nachdem 


( 10 ) 


“ 1 I “l _ _3 

rt 2 ' b 2 c 3 


positiv oder negativ ist. Hat der Ausdruck den Wert 0, so 
ist r , = oo und r 2 = oo. 


§• 218. 

Aufgabe. Die Gleichung des einschaligcn Hyperboloids, 
bezogen auf drei conjugirte Durchmeßer als Coordinatenaxen, 
herzuleiten. 

Auflösung. Man gehe aus von der Gleichung 


( 1 ) 


* * i 

«2 "r 6 2 


0 


und lege die Axe der Z in einen Durchmeßer, welcher die 
Fläche in reellen Punkten nicht trifft. Für die Transfor- 
mation der Coordinaten gelten die Gleichungen (2) und (3) 
des §. 214. Die Bestimmung, daß die neuen Coordinatenaxen 
conjugirte Durchmeßer sein sollen, spricht sich aus in den 
Gleichungen 

«iA. I *2^2 _ «3p3 
« 2 ' 6 2 c 2 


0, 


00 


ßlTl i fo Tf2 

7.2 J2 


03 T3 


CI“ 


= 0 , 


T i a i i 

. 1 * 1 “ 


^0. 


( 3 ) 


?2 g 2 _ T3« 3 
a * ■ 6 2 c 2 

Die Gleichung der Fläche geht über in 

X 2 Y' 1 Z 2 

1 = 0 

_a ' ^2 .2 u ’ 

M * 


v , b\ c, 
wenn zur Abkürzung geschrieben wird 
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, . «2 _ «3 _ 

2 ' A 2 rl 


t 2’ 


(4) 


, P*_£2 = l 

„2 "* Jj2 c 2 J2 1 


B 

a 


11 , H 

a 2 A 2 


1 


I)a die Axe der Z und das Hyperboloid sieh in reellen 
Punkten nicht treffen, so ist c 2 positiv. Um die Vorzeichen 
von oj und b\ zu ermitteln, beachten wir, daß die Axe der 
Z und die X Y Ebene einander conjugirt sind. Die Gleichung 
dieser Ebene, bezogen auf die Coordinaten x, y , z ist also 

f-Yi Ti 3 ? | Tay Ts* _ Q 

Sie schneidet das Hyperboloid in einer Curve, deren Pro- 
jection in der xy Ebene die Gleichung hat 


in , vl (ll _ ih _ 2 * y I üa 

n 2 \,.2 n 2/ ' /j2 \^2 n. h nh 


a b ab 


-9 V/ » 


oder mit Rücksicht auf die letzte der Gleichungen (4): 


( 6 ) fl + li (~ + 10 


a b a b c 2 


Es müssen also a 2 und A 2 


Dies ist die Gleichung einer reellen Ellipse (§. 132). Folg- 
lich ist die Durchschnittslinie selbst ebenfalls eine reelle Ellipse 
(§. 206), und die Fläche wird von den Axen der X und der Y 
in reellen Punkten geschnitten, 
positiv sein. 

Die Ebene der YZ und die Ebene der ZX schneiden 
das einschalige Hyperboloid in Hyperbeln. 

Die Gleichung des Asymptotenkegels, bezogen auf die 
neuen Axen, lautet 

F 2 


(7) 


«3 ' 


A 2 


K-o. 


Geht man von den rechtwinkligen Coordinaten auf ein 
zweites System von conjugirten Durchmessern über und be- 
zeichnet die neuen Coordinaten mit X', Y\ Z', so erhält die 
Gleichung des einschaligen Hyperboloids die Form 
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yn Y‘ 2 7J 2 

^+ 6 2 --^-~ 1 =° 

2 2 2 

und die Gleichung des Asymptotenkegels die Form 
X n y /2 Z‘i 

1 2 • A 2 o 2 


(9) 




*5 


Man hätte aber auch direct von dem System (X, Y, Z ) auf 
das System (X‘, F', Z') übergehen können, d. h. von (3) auf 
(8) und von (7) auf (9). Das Wesentliche der Transformation 
besteht darin , daß die Producte 2 X Y, 2 Y Z, 2 Z X nicht 
Vorkommen. Dies läßt sich durch unendlich viele verschiedene 
Transformationen erreichen. Bei jeder von ihnen erhalten 
aber die Quadrate X 2 , Y 2 , Z 2 zwei positive und einen nega- 
tiven Coefficienten. Vgl. §. 214. 


§• 219. 

Aufgabe. Den Durchschnitt des einschaligen Hyperboloids 
x 2 


( 1 ) 

mit der Ebene 


P 2 yl z 2 

a A ' b 2 c 2 


1 = 0 


(2) Ax-{- By-[-Cz + D = Q 
zu untersuchen. 

Auflösung. Wir nehmen die zur Ebene (2) parallele Ebene 

(3) Ax By - j- Cz = 0 

zu Hülfe. Sie ist einem Durchmesser conjugirt, dessen Glei- 
chungen lauten 

(4) x=Q.Aa 2 r, y—QBb 2 r, z = — QCc 2 r, 

1 : Q 2 = A 2 a* + B 2 b< -f C 1 c *. 

Dieser Durchmesser trifi’t das Hyperboloid in zwei (im 
Endlichen liegenden) reellen Punkten, — oder in zwei un- 
endlich entfernten Punkten, — oder in zwei imaginären Punkten, 
je nachdem 

A 2 a 2 -f £2 62 _ C2 C 2 
positiv, — oder Null, — oder negativ ist. 

Erstens. A 2 a 2 -(- B 2 b 2 — C 2 c 2 )> 0. 


Wir setzen 

CMa 2 = a,, QBb 2 = a 2 , — QCc 2 = a 3 
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und führen die Coordinaten-Transformation des vorigen Para- 
graphen durch. Die neuen Gleichungen lauten für das eiu- 
schalige Hyperboloid 

V2 V2 » 

(ö) + — — ä-; — 1 =0 ; 

i i i 

für den Asymptotenkegel 

Z 2 


( 6 ) 

für die Ebene (2) 
(7) X + 


X 2 Y 2 

a 2 b 2 

i t 


0; 


a , /> 


J/'H 2 « 2 -f B 2 b 2 — G' 2 c 2 
und für die Ebene (3) 

(8) X = 0. 

Die Ebene (3) schneidet den Asymptotenkegel in zwei 
reellen geraden Linien 

(9) £ = 

Dieselbe Ebene schneidet das Hyperboloid in einer Hyperbel 


( 10 ) 


Y 2 Z 2 


t 1 

Die Ebene (2) und der Asymptotenkegel schneiden sich 
in einer Hyperbel, welcher außer der Gleichung (7) die Glei- 
chung zukommt 

D 2 


Y 2 Z 2 

OD + 


H 2 « 2 + B 2 b 2 — G’ 2 c 2 


= 0 . 


Die Ebene (2) und das Hyperboloid schneiden sich in 
einer Curve, welche ausser der Gleichung (7) noch die Glei- 
chung hat 


( 12 )' 


F 2 

b 2 


Z 2 


iia 2 _ 

1 


a\ I) 2 

A 2 a 2 -f H 2 6 2 


C ' 2 c 2 


= 0 . 


Die Durchschnittslinie ist also eine Hyperbel und wird 
von dem zur FAxe parallelen Durchmesser in reellen oder 
imaginären Punkten geschnitten, je nachdem 


(13) 


a\D 2 


A 2 a 2 -f B 2 b 2 — &c 2 
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kleiner oder größer ist als n*. Ist der Ausdruck (13) gleich 
a\, so geht der Durchschnitt (12) in ein System von zwei 
sich schneidenden geraden Linien über. Geometrische Bedeu- 
tung der Unterscheidung 

a] D“ < n i 

A 2 a 2 + B 2 b 2 — (Pc 2 > •' 

Zweitens. A 2 a i -\-B‘ i b 2 — (Pc 2 < 0. 

Wir setzen 


QAn 2 = Y|, Qß6 2 = T2 , -QCc 2 = Y3 
und führen wieder die Coordinaten-Transformation des vorigen 
Paragraphen durch. Für das einschalige Hyperboloid und 
für den Asymptotenkegel ergeben sich wie vorher die Glei- 
chungen (5) und resp. (6). Die Ebene (2) erhält die neue 
Gleichung 


(14) 


V c ,2 i 


— = o, 

B 2 b 2 _ A 2 a 2 


und die Ebene (3) die neue Gleichung 
(15) Z=0. 


Die Ebene (3) und der Asymptotenkegel haben außer 
dom Anfangspunkte der Coordinaten nichts Reelles gemein, 
wie man aus den Gleichungen 

X 2 Y 2 

(16) Z = 0, -±- + -L- = 0 • 

ersieht. 

Die Ebene (3) und das Hyperboloid schneiden sich in der 
Ellipse 


(17) 


X 2 Y 2 


1 = 0 . 


1 1 

Die Ebene (2) und der Asymptotenkegel schneiden sich 
in einer Ellipse, der außer der Gleichung (14) die Gleichung 
zukommt 


/to , x 2 , r 2 d 2 

a 2 + b 2 (Pc 2 — B 2 b 2 — A 2 a 2 
t 1 

Die Ebene (2) und das Hyperboloid schneiden sich in 
einer Ellipse, welche außer der Gleichung (14) noch die 
Gleichung hat 
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(19) 


+ 4 - °° __\_ 0 

0 2 -r b t -r Qi c i _ B 2 b i _ A 2 a 2) — 

* i 

Drittens. A 2 a 2 -\-B 2 b 2 — C 2 c 2 = 0. 

Wir setzen 


Q A a 2 = , QBb 2 = a 2 , — QCc 2 = a 3 . 

Der Durchmeßer (4) fällt dann in die ihm conjugirte 
Ebene (3). Wir legen in ihn die X\xe eines neuen Coor- 
dinatensystems. Die ZAxe soll rechtwinklig zur Ebene (3) 
gelegt werden, und die FAxe soll in dem Durchmesser liegen, 
welcher der ZA Ebene conjugirt ist. Wir haben also zunächst 

RB = ^ 2 , KC= T3 , 

1 : R 2 = A 2 + B 2 -f- C 2 . 

Für die Transformation der Coordinaten gelten die Glei- 
chungen (2) und (3) des §. 214. Anstatt der Gleichungen (4) 
haben wir hier 

üßi i _ ^3 fe _ n 
a 2 -r c 2 ’ 


Pi Ti . ßzYz _ IaT 3 _ n 
a 2 + b 2 c 2 ~ U ‘ 

Aus der ersten dieser beiden Gleichungen geht hervor, daß 
die FAxe in der Ebene (3) liegt. Die beiden Gleichungen, zu- 
sammen mit der zweiten Gleichung (3) §. 214, bestimmen die 
Grössen ß t , ß 2 , ß.j. Das Resultat der Transformation lautet 
für das einschalige Hyperboloid 

(20) ^-^- + 2-|vZ-l=0; 

1 1 

für den Asymptotenkegel 

_|_2 Q AZ-0- 

(21) c 2 + 2 R XZ— 0, 

für die Ebene (2) 

(22) Z-\-RD = 0; 
und für die Ebene (3) 

(23) Z = 0. 

Die Größen b\ und werden durch die Gleichungen (4) 

8. 218 detinirt. — r ist = 0. 

3 a 2 
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Die Ebene (3) berührt deu Asymptotenkegel in zwei zu- 
sammenfallenden geraden Linien 

(24) Z=0, Y- — 0, 

welche in die XAxe fallen. Die Ebene (3) schneidet das 
Hyperboloid in zwei zur A’ Axe parallelen Geraden 

(25) Z=0, Y=±b 1 . 

Die Ebene (2) und der Asymptotenkegel schneiden sich 
in einer Parabel, welche außer der Gleichung (22) noch die 
Gleichung hat 

Y 2 7)2 »2 

(26) I r - 2 DQX-^==0. 

i i 

Die Ebene (2) und das Hyperboloid schneiden sich in 
einer Parabel , welche außer der Gleichung (22) noch die 
Gleichung hat 

y2 /D~R2 \ 

(27) + 

Das Resultat der Untersuchung läßt sich so aussprechen: 
Ein Kegel zweiter Ordnung wird von einer Ebene, welche 
nicht durch den Scheitel geht, in einer Hyperbel, — oder in 
einer Parabel, — oder in einer Ellipse geschnitten, je nach- 
dem die durch den Scheitel gelegte Parallel -Ebene mit dem 
Kegel zwei getrennte gerade Linien, — oder zwei zusammen- 
fallende gerade Linien, — oder nur den Scheitel gemein hat. 

Ein einschaliges Hyperboloid wird von einer Ebene in 
einer Hyperbel, — oder einer Ellipse, — oder einer Parabel 
geschnitten: je nachdem der Schnitt der Ebene und des 
Asymptotenkegels eine Hyperbel, — oder eine Ellipse, — oder 
eine Parabel ist. 

Der hyperbolische Schnitt auf dem einschaligen Hyper- 
boloid geht in zwei sich schneidende gerade Linien über, wenn 
die Ebene durch den Endpunkt des Durchmeßers gelegt ist, 
welcher der durch den Mittelpunkt gehenden Parallel -Ebene 
conjugirt ist. 

Der parabolische Schnitt auf dem Hyperboloid geht in 
zwei parallele Gerade über, wenn die schneidende Ebene durch 
den Mittelpunkt geht. 

Unter welchen Umständen ist der Schnitt ein Kreis? 
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3. Das zweischalige Hyperboloid. 

§. 220 . 


Die einfachste Form fl er Gleichung des zweischal igen 
Hyperboloids (§.211, Aufg. 3), bezogen auf rechtwinklige 
Coordinaten, ist 


0 ) 





Die Strecken 2a, 26, 2c, welche auf den Coordinatenaxen 
liegen und im Anfangspunkte der Coordinaten halbirt werden. 

heißen die Axen der Fläche 
Fig - 61 ■ (Kig. (51). Die dritte ist 

eine reelle Sehne, den 
beiden ersten entsprechen 
die imaginären Sehnen 

2« K-T, 2b ]/—7. 

Der Anfangspunkt der Co- 
ordinaten ist Mittelpunkt 
der Fläche. Warum? 

Das zweischalige Hyper- 
boloid hat mit der xy Ebene 
keine reellen Punkte ge- 
mein. Die Durchschnitte 
mit den beiden andern 
Coordinaten -Ebenen sind 
Hyperbeln. 

Der Asymptotenkegel 
(§. 211, Aufg. 4) hat die 
Gleichung 


Die gerade Linie 


(3) x = a , r, y=?a 2 r, z 

ist eine Erzeugende des Kegels, wenn 


(4) 


SV 

6 * . 


0 . 


Übungsaufgabe. Man wende die §§. 199 und 200 an. 
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§. 221 . 

Aufgabe. Die gemeinschaftlichen Punkte <les zweischa- 
ligen Hyperboloids [§. 220 (1)] und der geraden Linie 
(1) x — S==a,r, y — r t = a 2 r, z — Z = * 3 r 
aufzusuchen. 

Auflösung. Man verfahre wie in §. 217. Die Gleichung 
für r lautet 





a 2 h , a :t C\ 

62 + C 2 ) 


+(-S-S+S 

Zwei Wurzelwerte r,, r 2 . 

Besondere Fälle. 



Erstens, j’i = — r 2 , wenn 


( 2 ) 


«i 5 


a .» r. 


a 3 C 


2 'l i “3 1 » n 

6* ‘ * 


a 4 ö 4 c- 
Geometrischer Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen. Die 
Ebene (2) und der Durchmeßer 
(3) x = a i r, y — a 2 r, 

heißen einander conjugirt. 


a,r 


Zweitens, r. 


(4) 


= 0, wenn 

i 2 _ V _i_ j? 

a 2 b 2 ' c 2 


1 = 0 . 


Geometrische Bedeutung. Soll auch r 2 =0 sein, so müßen 
die Gleichungen (2) und (4) gleichzeitig gelten. Aus (1), (2), 

(4) findet sich 

(5) + = 


l/‘ 


die Gleichung der Tangentialebene, wenn (<■, r ( , C) der Berüh- 
rungspunkt ist. 


Drittens, r, = r 2 , wenn 



12 
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Tangentenkegel mit dem Scheitel im Punkte (£, t ( , £). Für 
die Polarebene erhält man die Gleichung (7) des §. 213, 
jedoch mit der Abänderung, daß a 2 und b 2 das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen erhalten. 


Viertens. 


( 7 ) 


= oo, wenn der Kegel 




die Gerade (1) in sich enthält. Vgl. §. 217. 

Der zur Geraden (1) parallele Durchmeßer (3) fällt in die 
ihm conjugirte Ebene (2) und in die Oberfläche des Asym- 
ptotenkegels [§. 220 (2)]. Die Ebene (2) berührt den Asym- 
ptotenkegel längs des Durchmeßers (3), wenn die Gleichung (7) 
erfüllt ist. Warum? 

Soll außer r, = oo auch noch r 2 = oo sein, so müßen 
die Gleichungen (2) und (7) gleichzeitig gelten. Aus (1), (2) 
und (7) folgt 

(8) -¥-ir + ¥ = 0 ' 


d. h. die gerade Linie (1) fällt selbst in die Ebene (2). 
Construction. 


Fünftens, r, und r 2 können für reelle Werte von cc, y, z 
nicht unbestimmt werden. Denn es müßten die Gleichungen (2), 
(4), (7) gleichzeitig erfüllt sein, oder was dasselbe bedeutet, 
die Gleichung (ö) und die Gleichung (1) des §. 220. Eliminirt 
man aber aus diesen Gleichungen einmal y und einmal x, 
und löst die entstehenden quadratischen Gleichungen auf, so 
ergeben sich zwei Resultate, die den Gleichungen (9) des §. 217 
entsprechen. Sie weichen von diesen Gleichungen aber darin 
z — C 

ab, daß die mit — multiplicirten Klammern imaginäre 

Bestandteile enthalten. Fis gibt also keine reellen geraden 
Linien, die ihrer ganzen Firstreckung nach auf dem zwei- 
schaligen Hyperboloid liegen. 

Sechstens. Legt man die gerade Linie durch den An- 
fangspunkt der Coordinaten [Gleichungen (3)], so sind r, und 
r 2 reell oder imaginär, je nachdem 
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a‘ af 

_2 | 3 

^ c* 


positiv oder negativ ist. Hat der Ausdruck den Wert 0, so 
ist r, = oo und r 2 = oo. 

Betrachtet man also gleichzeitig das einschalige Hyper- 
boloid [§. 210 (1)] und das zweischalige [§. 220 (1)], welche 
auf dasselbe Coordinatensystem bezogen sind und überein- 
stimmende Axen haben, so ist dieselbe durch den Mittelpunkt 
gelegte gerade Linie ein reeller Durchmeßer der einen Fläche 
und ein imaginärer Durchmeßer der andern, oder aber ein 
asymptotischer Durchmeßer für beide Flächen. Beide Flächen 
haben denselben Asymptotenkegel. 

§. 222 . 

Aufgabe. Die Gleichung des zweischaligen Hyperboloids, 
bezogen auf drei conjugirte Durchmeßer als Coordinatenaxen, 
herzuleiten. 

Auflösung. Man gehe aus von der Gleichung 

und lege die neue Axe der Z in einen Durchmeßer, welcher 
die Oberfläche in reellen Punkten schneidet. Die Transfor- 
mation der Coordinaten nimmt denselben Gang wie in §. 218. 

Die Gleichung der Fläche geht über in 
Y 2 Z 2 

( 2 ) + = * 

1 U \ 1 

Für «}, b\ , c\ gelten die Gleichungen (4) des §. 218 und alle 
drei Größen sind wie dort positiv. Für c\ ergibt sich dies 
aus der Voraussetzung, daß die Fläche von der Z Axe in 
reellen Punkten geschnitten werden soll, für a * und b\ da- 
gegen aus dem leicht zu beweisenden Satze, daß die ATEbene 
von dem Hyperboloid in einer imaginären Ellipse geschnitten 
wird. 

Die Ebene der YZ und die Ebene der ZX schneiden 
das zweischalige Hyperboloid in Hyperbeln. 

Die Gleichung des Asymptotenkegels, bezogen auf die 
neuen Axen, lautet 
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( 3 ) 


X 2 Y* , Z* 

5 2 2 ~ 0 . 

a \ b\ C ] 


Die Bemerkung am Schluß des §.218 ist liier fast wörtlich 
zu wiederholen. Von den Coefficienten der Quadrate X 2 , Y' 1 . Z' 1 
sind bei jeder der liier betrachteten Transformationen zwei 
negativ und einer positiv. 


§. 223. 


Aufgabe. Den Durchschnitt des zweischaligen Hyper- 
boloids 

(1) -5-S+5- 1 - 0 

mit der Ebene 

(2) Ax + B y -f Cz -\-D = 0 
zu untersuchen. 


Auflösung. Die Untersuchung nimmt denselben Gang 
wie in §. 219. Das Resultat lautet: 

Ein zweischaliges Hyperboloid wird von einer Ebene in 
einer Hyperbel, — oder in einer Ellipse, — oder in einer 
Parabel geschnitten: je nachdem der Schnitt der Ebene und 
des Asymptotenkegels eine Hyperbel, — oder eine Ellipse oder 
eine Parabel ist. 

Der hyperbolische Schnitt auf dem zweischaligen Hyper- 
boloid ist stets reell. 

Der elliptische Schnitt schrumpft in einen Punkt zu- 
sammen, und die Ebene wird zur Tangentialebene, wenn sie 
durch den Endpunkt des Durcluneßers gelegt ist, welcher der 
durch den Mittelpunkt gehenden Parallelebene conjugirt ist. 
Der elliptische Schnitt ist reell oder imaginär, je nachdem 
die schneidende Ebene den verlängerten Durchmeßer oder 
den Durchmeßer selbst durchschneidet. 

Der parabolische Schnitt auf dem Hyperboloid geht in 
zwei imaginäre gerade Linien über (das Hyperboloid und die 
Ebene haben im Endlichen keine reellen Punkte gemein), 
wenn die Ebene durch den Mittelpunkt geht (und folglich den 
Asymptoten kegel berührt). 

Wann ist der elliptische Schnitt ein Kreis? 
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4. Das elliptische Paraboloid. 

§• 224. 


1 >ie Gleichung des elliptischen Paraboloids (§. 211, Aufg. 5), 
bezogen auf rechtwinklige Coordiuaten, lautet in der ein- 
fachsten Form 


( 1 ) 


a 1 ~ 


y* 

6 * 



Die Fläche (Fig. 02) wird von der xy Ebene im Anfangs- 
punkte der Coordinaten berührt. Die Durchschnitte mit den 

beiden andern Coor- 


Fi«. 62. 


dinaten - Ebenen sind 



Parabeln , welche die 
•positive oder die ne- 
gative z Axe zur Axe 
haben, je nachdem c 
positiv oder negativ 
ist. Wir wolleu c po- 
sitiv nehmen. Eine 
Ebene, welche zur xy- 
Ebene parallel läuft, 
schneidet die Fläche 
in einer reellen oder 


imaginären Ellipse, je 
nachdem die Ebene die positive oder die negative z Axe schneidet, 
Übungsaufgabe. Man wende die §§. 1U9 und 200 an. 



§. 225. 

Aufgabe. Die gemeinschaftlichen Punkte des elliptischen 
Paraboloids [§. 224 (1)] und der geraden Linie 
(1) x — 5 = <Xj r, y — r t = a 2 r, z — C = a 3 r 
aufzusuchen. 

Auflösung. Man verfahre wie in §. 213. Die Gleichung 
für »• lautet 



Zwei Wurzelwerte r t , r 2 . 
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( 2 ) 


Besondere Fälle. 

Erstens, r, = — r 2 , wenn 

«1* | «2*j 

,2 T j.2 


— 0 . 


a L ' b 2 c 
Geometrischer Ort für die Mittelpunkte paralleler Sehnen. Die 
Ebene (2) läuft parallel zur 3 Axe. 

Zweitens, r, =0, wenn 


(3) 


f 2 v 2 2 r 

4 - _i_ 5 Zi — 0 

2 I /,2 /. 


ist. Geometrische Bedeutung. Soll auch r 2 = 0 sein, so 
müßen die Gleichungen (2) und (3) gleichzeitig gelten. Aus 
(1), (2), (3) folgt 



die Gleichung der Tangentialebene, wenn (£, yj, C) der Berüh- 
rungspunkt ist. 


Drittens, r, = r. 


wenn 
2 


(ft ßtl I 5*1 _ «3\ 2 _ /“l I /ü , V 
+ 62 c ) l«2 + 62/Va 2 + 62 



Tangentenkegel mit dem Scheitel im Punkte (;, r ( , O- Man 
erhält seine Gleichung in x, y, z, wenn man aus (5) die 
Größen a ( , a 2 , a 3 mit Hülfe der Gleichungen (1) eliminirt. 
Die Berührung findet in der Polarebene des Punktes (£, t„ C) 
statt. Die Gleichung der Polarebene geht aus (5) und §. 224 
(1) hervor, nemlich: 



Viertens. 


(7) 


r, — oo, wenn 


a 

a 


2 

1 

2 



d. h. wenn a, = a 2 == 0, a 3 = 1. In diesem Falle läuft die 
Linie ( 1) parallel zur z Axe. Fällt die Linie nicht ihrer ganzen 
Erstreckung nach ins Unendliche, so können r , und r 2 nicht 
zugleich oo werden, weil die Gleichungen (2) und (7) für 
endliche Werte von £ und r t nicht gleichzeitig bestehen können. 
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Fünftens, r, und r 2 können nicht unbestimmt werden, 
weil die Gleichungen (2), (3), (7) nicht gleichzeitig bestehen 
können. Es gibt also keine geraden Linien auf der Fläche. 


§. 226. 

Aufgabe. Durch den Punkt (x t ,y ,, z , ) des elliptischen 
Paraholoids ein neues System von Coordinatenaxen so zu legen, 
daß die neue Gleichung der Fläche die Producte 2A’F, 2YZ, 
2ZX nicht enthalte. 

Die neuen Axen der X, der Y, der Z mögen in dem 
alten System die Gleichungen haben 


(1) 

x — x, — a , 


y 

- V\ 

= « 2 r, 

z 

— z ] 

= ®3 »•; 

(2) 

X — X, = ß, 

r, 

y 

— y i 

— ß« r i 

z 

— z 1 

= ßa»*; 

(3) 

x — x, =Tf, 

r, 

y 

— y i 

= z 'i2 r > 

z 

— z l 

= T3 r - 


Dann gelten die Transformationsformeln (2) des §. 214 
mit der Abänderung, daß x — x,, y — y , , z — z, statt x, y, z 
zu schreiben ist. Beachtet man noch, daß x n y n z, die Glei- 
chung (1) des §. 224 erfüllen, so sieht man, daß die Gleichung 
des elliptischen Paraholoids übergeht in 



X 2 

( 5 + 

^) + 2 y Z (tll 

+ 

?272\ 
b 3 ) 

+ 

Y 2 

( 5 + 

ip+ 2ZJ£ C;l' 

+ 

T2«2\ 
6 2 / 

+ 

Z 2 

2 


+ 

a 2 ß 2 \ 
b 3 ) 

1 

t 

2 X 

/a,x, 

l a 2 

6 2 c) 



+ 

2 Y 

/Pi*i 
\ a 2 

1 ?2^1 ßs\ 
b 3 c/ 



+ 

2 Z 

Hl 33 ! 
1 a 2 

i Titfi Ts\ 

^ 6 2 c) 




( 4 ) 


Die Aufgabe verlangt, daß wir 

] ~bh — o 

1 a 3 + b 3 ’ 

I ÜLili _l - 3 h — n 

( a 3 b 3 
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setzen. Diesen drei Gleichungen kann nur dadurch genügt 
werden, daß entweder a, = a 2 — 0, oder daß ß, — ß 2 — U, 
oder endlich daß ?, = y 2 =0 ist. Denn nimmt man a, und 
a 2 beide verschieden von 0, so können die beiden letzten 
Gleichungen nur unter der Bedingung ß, 7 2 — ßuTi =0 gleich- 
zeitig gelten. Dadurch geht aber die erste der Gleichungen 
(4) über in 



oder auch 



Dies ist aber nur möglich, wenn entweder ß, =ß 2 =0, oder 
Ti =Ta =° ist - 

Wir nehmen y > — Yi — D, also y ;l — 1, d. h. die Axe 
der Z parallel zur Axe der z. Dann ist zu bemerken, daß 
der Coefficient von Z 2 zu Null wird, und daß der Coefficient 

von 2 Z in — -- übergeht. Für die sechs Größen a,, a 2 , a 3 , 

ß,, ß 2 , ß., bleiben noch drei Bedingungen übrig, nemlieb die 
letzte der Gleichungen (4) und die beiden ersten Gleichungen 
(3) des §. 214. Die neue Gleichung der Fläche vereinfacht sich 
noch weiter, wenn man 

a i a i I g 2 2/ 1 ^3 () 

a 2 + b 2 c 


(6) -(- Mi- - £» = o 

v a 2 b 2 c 

setzt. Dann bleibt eine von den sechs Größen, z. B. ß. t noch 
innerhalb gewisser Grenzen willkürlich. Die Gleichungen (5) 
und (6) sagen aus, daß die Axen der X und der Y in der 
Tangentialebene des Punktes (x, , »/,, z,) liegen. Man über- 
zeugt sich davon, indem man die Größen a 2 , a 3 aus (1) 
und (5), die Größen ß , , ß 2 , ß 3 aus (2) und (6) eliminirt. Bei 
der Wahl von ß. t wird man also zu beachten haben, daß der 
Winkel, dessen Cosinus — ß 3 ist, nicht kleiner sein darf, 
als der Neigungswinkel der zAxe gegen die Tangentialebene 
des Punktes (*,, y t , z,) und nicht größer als sein Neben- 
winkel. 
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Die neue Gleichung des elliptischen Paraboloids luutet 
hiernach 

(7) — U, 

a 2 b 2 c 

i 1 

wenn zur Abkürzung geschrieben wird 

/ 2 2 « 

[ «t_ , «2 _ J 

] a 2 6 2 « 2 

(8) - I? . _ JL 

f « 2 b 2 

und 6| sind positiv. Die Gleichung (7) ist also genau von 
derselben Form wie die Gleichung (1) des §. 224. Da ß 3 
innerhalb gewisser Grenzen willkürlich ist, so läßt sich diese 
Transformation in unendlich mannichfachcr Weise vornehmen. 
Das Wesentliche derselben besteht darin, daß die Producte 
2 X V, 2 YZ, 2 ZX nicht Vorkommen. Die drei Quadrate X 2 , 
F 2 , Z- erhalten Coefficienten , von denen zwei positiv und 
einer gleich Null ist. Vgl. die Bemerkung am Schlüsse der 
§§• 214, 2 IS, 222. 

§. 227. 

Aufgabe. Den Durchschnitt des elliptischen Paraboloids 

( 1 ) T + Jff --“ 0 

a 2 ' b 2 c 

mit der Ebene 

(2) Ax-\-By + Cs + Z) = 0 
zu untersuchen. 

Auflösung. Man unterscheide, ob C — 0 oder ob 


Erstens. C = 0. M an setze 

et, = QAa 2 , a 2 = QBb 2 , a 3 =0, 

1 : Q 2 = A 2 a* -f B 2 b *, 
ferner x , — y , = s , — 0 

und führe die Coordinaten -Transformation des vorigen Para- 
graphen durch. Dadurch geht die Gleichung des elliptischen 
Paraboloids über in 

W «2 "T" A2 ' 
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und die Gleichung der Ebene in 

(4) 


0. 


Für die Durchschnittslinie gilt außer der Gleichung (4) 
noch die Gleichung 

F 2 2 Z 

(5) -f « 2 Q 2 i> 2 =0, 

welche aus (3) und (4) durch Elimination von A' hervorgeht. 
Der Schnitt ist eine Parabel. 


Zweitens. 


0 . 


Man setze 
A a 2 


i?6 2 


~ Cc ’ 2,1 — Cc 

v 

und führe die Coordinaten- Transformation des vorigen Para- 
graphen durch. Die Gleichung des elliptischen f’araboloids 
geht wieder über in (3), die Gleichung der Ebene wird 
(6) CZ-f-D,= 0, 

wenn _ / A 2 « 2 -f £ 2 6 2 v 

. . . , ‘ \ 2 Cc ) 

gesetzt wird. 

Für die Durchschnittslinie gilt außer (6) noch die Gleichung 


(7) 


A 2 F 2 2 D 

a 2 -r -I- c 

i i 


welche aus (3) und (6) durch Elimination von Z hervorgeht. 
Die Ebene schneidet das Paraboloid in einer reellen Ellipse, 
— oder in einer imaginären Ellipse, — oder berührt dasselbe 
in einem Punkte: je nachdem 

.<4 2 <t 2 -{- jB 2 6 2 - 2 DCc 

positiv, — oder negativ, — oder gleich Null ist. Wann ist 
der elliptische Schnitt ein Kreis? 


5. Das hyperbolische Paraboloid. 

§. 228. 

Die Gleichung des hyperbolischen Paraboloids (§. 211, 
Aufg. 6), bezogen auf rechtwinklige Coordinaten, lautet in 
der einfachsten Form 
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( 1 ) 


y± , 2f 

+ c 


= 0 . 


c soll positiv sein. 

Die xy Ebene schneidet die Fläche in zwei geraden Linien 

( 2 ) y = ± ~ 

die durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehen. Sie berührt 
die Fläche zugleich in diesem Punkte. Die beiden andern Coor- 
dinaten-Ebenen schneiden die Fläche in Parabeln, von denen 
die eine die positive, die andere die negative zAxe zur Axe 
hat (F’ig. 63). Fine Ebene, welche zur xy Ebene parallel 


Fig. 63. 



läuft, schneidet die Fläche in einer Hyperbel, deren Asym- 
ptoten sich in der zAxe schneiden und den geraden Linien (2) 
parallel laufen. Die Hauptaxe (reelle Axe) der Hyperbel ist 
parallel der Axe der y, — oder der Axe der x: je nachdem 
die Plbene die positive oder die negative zAxe durchschneidet. 

Übungsaufgabe. Man wende die §§. 199 und 200 an. 

§. 229. 

Aufgabe. Die gemeinschaftlichen Punkte des hyper- 
bolischen Paraboloids [§. 228 (1)] und der geraden Linie 
(1) x — $ — i x r, y — = a 2 r, z— C = a 3 r 

aufzusuchen. 
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Auflösung. Man verfahre wie in §. 213 
für r lautet 
,2 „2 


Die Gleichung 


i 2 ' c / 


0. 


„2 /“l __ ®j\ I g /«1 5 _ «* I /£'! 

\a 2 6 V + " \a 2 6 - + + W 2 

Zwei Wurzel werte »■,, r 2 . 

Besondere Fälle: 

Erstens, r, — — r 2 , wenn 

( 2 ) + 

a 2 b 2 c 

Geometrischer Ort für die Mittelpunkte paralleler Sehnen 
Die Ebene (2) läuft parallel zur sAxe. 

Zweitens, r, =0, wenn 
r, 


(3) 


a 2 b 2 ^ c 


ist. Geometrische Bedeutung. Soll auch *- 2 = 0 sein , so 
rnüßen die Gleichungen (2) und (3) gleichzeitig gelten. Aus 
(1), (2), (3) folgt 

y_ r t _i_ ( z + C) 

b 2 


( 4 ) 


^ i v- i *v n 

,2 w T - - U ’ 


die Gleichung der Tangentialebene, wenn (|, r ( , £) der Berüh- 
rungspunkt ist. 


Drittens. 


r , — r 


2i 


wenn 


«»> $ 


'-2 'l 


) 2 - ( ' - 

- 3 ) 


t 2 2T\ 

_ r ±- 4. 

J V* 2 

b 2 ) 

\n 2 

b 2 ' c / 


Tangentenkegel mit dem Scheitel im Punkte (5, r ( , £). Seine 
Gleichung in -r, y, z findet sich, wenn man aus (5) a , , « 2 , <*., 
mit Hülfe der Gleichungen (1) eliminirt. Die Berührung 
findet in der Polarebene des Punktes ($, r ( , C) statt, deren 
Gleichung 

*5 

a 2 


y\ i 2 ~ i~ ^ n 

Ä 2 + c " — 


( 6 > 

aus (5) und §. 228 (1) hervorgeht. 
Viertens, r. = oo, wenn 

( 7 ) 


ü 

— - = 0 

b 2 
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d. h. wenn die Projection der Linie in der xy Ebene zu einer 
der beiden Linien (2) ries vorigen Paragraphen parallel läuft. 
Soll auch r 2 — oo werden, so müßen die Gleichungen (2) und 
(7) gleichzeitig gelten. Nun folgt aus (7) und (1): 


(«) 



aus (1) und (2) ergibt sich ferner 


Die Linie, welche das hyperbolische Paraboloid in zwei un- 
endlich entfernten Punkten trifft, ist der Durchschnitt der 
Ebenen (8) und (9). Die Ebenen (8) sind leicht zu con- 
struiren. Zur Herstellung von (9) bieten sich zwei Wege. 
Einerseits sind (9) und (6) einander parallel. Andererseits 
ist die Ebene (9) parallel zur Ebene. 

-S\ v/y— »i\ | g— c | M 2 V , 2C\_ Q 


( 10 ) 


\ IX- 

a V i 


und diese Ebene ist leicht zu finden, da sie den Durch- 
schnitt des Paraboloids mit deu Ebenen (8) in sich enthält. 


Fünftens, r, und r 2 sind völlig unbestimmt, wenn die 
Gleichungen (2), (3), (7) gleichzeitig gelten. In diesem Falle 
liegt die gerade Linie (1) ihrer ganzen Erstreckung nach auf 
dem hyperbolischen Paraboloid. Es decken sich die Ebenen 
(4), (6), (9), (10). Die gerade Linie, welche durch den Punkt 
($, r„ C) des Paraboloids geht und ganz in die Fläche fällt, 
ist also der Durchschnitt der Ebenen (8) und (4). Oder mit 
andern Worten: Die Tangentialebene des Punktes (£, r ( , C) 
durchschneidet die Fläche in zwei geraden Linien, deren Pro- 
jectionen in der xy Ebene den beiden Linien (2) des §. 228 
parallel sind. 


§. 230. 

Aufgabe. Durch den Punkt (x, , y, , z,) des hyper- 
bolischen Paraboloids ein neues System von Coordinatenaxen 
so zu legen, daß die neue Gleichung der Fläche die Producte 
iXY , 2 YZ. 2 ZX nicht enthalte. 
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Auflösung. Man verfahre wie in §. 226. Die neue Form 
der Gleichung ist dieselbe wie dort, mit der einzigen Änderung, 
daß — b 2 statt b 2 und — c statt c zu schreiben ist. Die Auf- 
gabe verlangt, daß 

ßiTt _ P»Ta _ n 

a 2 b 2 

Tl a 1 ? 2<*2 ... 0 
a 2 b 2 ~ 

«ißt _ £2 h _ n 
a 2 b 2 

gesetzt werde. Diesen drei Gleichungen kann nur dadurch 
genügt werden, daß entweder ot, = a 2 =0, oder ß, = ß 2 =0, 
oder 7, = —0 ist. Denn nimmt man und a 2 beide 

verschieden von 0, so können die beiden letzten Gleichungen 
nur unter der Bedingung ß,Y 2 — ß 2 j t —0 gleichzeitig gelten. 
Sollen auch ß, und ß 2 verschieden von 0 sein, so ist zu dem 
gleichzeitigen Bestehen der ersten und dritten Gleichung er- 
forderlich, daß «jY 2 — * 2 Y| = 0 sei. Die beiden Bedin- 
gungen können dadurch erfüllt werden, daß y, = y 2 =0. 
Ist dies nicht der Fall, so verlangen sie, daß 




sei, und das ist unmöglich, da die drei Axen X, Y, Z nicht 
in einer Ebene liegen dürfen. Wir setzen also y , — y 2 = 0, 
Y 3 = 1. Dadurch wird in der neuen Gleichung der Fläche 
auch der Coefficient von Z 2 zu Null, und der Coefficient von 

2Z geht in — über. Für die sechs Größen a 2 , a 3 , 

ß t , ß 2 , ß 3 gelten die beiden ersten Gleichungen (3) des §. 214 
und die letzte der Gleichungen (I) dieses Paragraphen. Wir 
fügen noch die Bedingungen hinzu 


(2) 

a , x x 

«2^1 

afl 

b 2 

(3) 

ßi x i 
a 2 

?2 y i 

b 2 


i r 3 
c 


welche aussprechen, daß die Axen der X und der Y in der 
Tangentialebene des Punktes (sc,, ?/,, 2,) liegen sollen. Eine 
von den Größen <*,, a 2 , a 3 , ß,, ß 2 , ß 3 bleibt dann noch 
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innerhalb gewisser Grenzen willkürlich, z. B. ß 3 . Diese Grenzen 
bestimmen sich ebenso wie in §. 226. 

Die neue Gleichung des hyperbolischen Paraboloids lautet 
danach 

wenn zur Abkürzung geschrieben wird 


( 5 ) 


a 

b 2 


= ±\ 

— n* 


i Ü_ 

\ a 1 

! hi r h‘‘ 


l 


Die doppelten Vorzeichen in (4) und (5) sind so zu ver- 
stehen, daß gleichzeitig entweder die oberen oder die unteren 
Zeichen genommen werden, und zwar so, daß a\ positiv aus- 
fallt. Dann läßt sich beweisen, daß auch b\ positiv wird. 
Denn man findet aus den beiden Gleichungen (5) durch Mul- 
tiplication 


1 _ l a i 

a 2 b 2 I a 

i l V 




- ' s : 

i 2 Pa _ 

^ b* 


tt *PS+ g >P? 

a 2 b 2 


Aus der letzten Gleichung (1) geht aber hervor 


a* 3* 

o = -4-l 

a 4 


a 


■ Q2 
I 2 * 2 

+ b* 


— 2 


»I ?2*2?l 


a 2 b 2 


Folglich wird 


1 = /«iß 


a \K 


>ß. 


a b 


)*• 


und darin zeigt sich, daß das Product a\b\ positiv ist. Da 
ß 3 innerhalb gewisser Grenzen willkürlich ist, so läßt sich 
diese Transformation in unendlich mannichfacher Weise vor- 
nehmen. Das Wesentliche derselben besteht darin, daß die 
Producte 2XY, 2YZ, 2ZX nicht Vorkommen. Die drei Qua- 
drate A 2 , Y 2 , Z 2 erhalten Coefficienten, von denen einer po- 
sitiv, einer negativ und eiuer gleich Null ist. Vgl. die Be- 
merkung am Schlüße der §§. 214, 218, 222, 226. 


A u fgabe. 
boloids 


§• 231. 

Den Durchschnitt des hyperbolischen Para- 
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(0 

mit der Ebene 


* 2 £ + ^ = 0 

b 2 c 


(2) Ax + By + Cz-)-D=~-Q 

zu untersuchen. 

Auflösung. Mun unterscheide, ob C— 0 oder ob C^, U 
. . < 
ist. Im ersten Falle ist weiter zu unterscheiden, ob A 2 u 2 — B 2 b 2 

positiv, negativ oder Null ist. 

Erstens. P= 0, A 2 a 2 — B 2 b 2 > 0. 

Man setze 


a, = QAa 2 , r 2 — — QBb 2 , «., = 0, 

1 : Q 2 = A 2 a* + B 2 b\ 
ferner * , — // , = s , = 0. 

Hierauf führe man die Coordinaten - Transformation des 
vorigen Paragraphen aus. Dadurch gebt die Gleichung des 
hyperbolischen Paraboloids über in 


X 2 


Y 2 


(3) 

“i °\ 

und die Gleichung der Ebene in 




o 


(4) ^+QD = 0. 

Es ist zu bemerken, daß ci\ positiv ist, nemlich 

= Q 2 {A 2 a 2 B 2 b 2 )"' Folglich ist auch P° sitiv - 

Die Durchschnittslinie ist eine Parabel, für welche außer 
der Gleichung (4) die Gleichung gilt 
Y 2 2 Z 

(5) ±--^f-a 2 Q 2 D 2 = 0, 
h \ c 

welche aus (3) und (4) durch Elimination von A' hervorgeht. 
Zweitens. C — 0, A 2 a 2 — B 2 b 2 <C. 0. 


Man verfahre wie vorher. Das Resultat geht aus dem 
vorigen hervor, wenn man in den Gleichungen (3), (4), (5) 
a\ und b\ mit — und — b\ vertauscht. u\ selbst ist 


wieder positiv, nemlich 
auch b'\ positiv. 


1 

_ Q 2 (B 2 b 2 — Ä 2 a 2 )' 


Folglich ist 
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Drittens. 6' = 0, A 2 a 2 — B 2 b 2 =0. 

Dann ist die Ebene (2) parallel zu einer der beiden Linien (2) 
des §. 228. Wir setzen 

B A 

' t ' 1 ~ VA 2 -\-b 2 ' 


ß« 


V A 2 -\-B 2 ' 
— B 


Va 2 -\-b 2 

Ti = 


ß 2 


Va 2 +b 2 ' 

T2 =°. 

und wenden die Transformationsformeln (2) des §. 214 an. 
Die Gleichung des Paraboloids geht dadurch über in 


a 3 — 0, 

ß 3 =0, 

T3 = l 


( 6 ) 


2A 2 XY Z 
b 2 (4* -f B 2 ) + c “ U ’ 


die Gleichung der Ebene dagegen in 
2ABX 


( 7 ) 


-fZ) = 0. 


V A 2 + B 2 

Der Durchschnitt ist eine gerade Linie, welcher außer 
(7) noch die Gleichung zukommt 

A Y , Z 


( 8 ) 


_____ _i_ _r_ — o 

Bb 2 \/ A 2 +B 2 cD 


welche durch Elimination aus (6) und (7) hervorgellt. 
Viertens. C^O. Wirsetzen 

.4a 2 Bb 2 

** ~~CT' y ' ~~ CT 

und führen die Coordinaten-Transformation des vorigen Para- 
graphen durch. Die Gleichung des hyperbolischen Paraboloids 
geht über in 


( 9 ) 


±( 


X 2 


Y 2 

K’ 


V 


2 Z 


= 0, 


die Gleichung der Ebene dagegen in 

(10) CZ 0, 

wenn 

A 2 a 2 — 


D, 


D 


gesetzt wird. 


+(- 


B 2 b 2 


2 Cc 


13 


Digitized by Google 



194 Abschnitt XI. Das Ellipsoid. Die beiden Hyperboloide etc. 


Für die 
Gleichung 

dl) 


Durchschnittslinie gilt außer (10) noch die 


±( 


X 2 


Y 2 


)- 


2D , 

Cc' 


= 0 , 


welche aus (9) und (10) durch Elimination von Z hervorgeht. 

Der Durchschnitt ist eine Hyperbel, wenn von Null 
verschieden ist, dagegen ein System von zwei geraden Linien, 
wenn Z), = 0. 
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Zwölfter Abschnitt. 

Die Flächen zweiter Ordnung. 


§. 232. 

Im elften Abschnitte sind Flächen untersucht, deren Glei- 
chungen in Beziehung auf die Coordinaten x, y, 5 vorn zweiten 
Grade sind. Biese Flächen sind 

( 1 ) 


(3) 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


(7) 


das Ellipsoid 

c 2 
72 


x 1 y 
a * + /> 2 


+ 1 = 0 ; 


(2) das einschalige Hyperboloid 


a : 2 y* 
« 2 + " 


/ 2 z 2 
i 2 — c 2 
das zweischalige Hyperboloid 


1 = 0 ; 


x' 1 y 2 , z 2 


ni \2 + r 2 1 — 0 ; 


a‘ b* ' c 
das elliptische Paraboloid 

a 2 ^ i 2 c 

das hyperbolische Paraboloid 
a ; 2 y 2 2 s 

a 2 6 2 ' c 

der Kegel 


0 ; 


r-p 2 j;2 2 

— _L? 2 —0 

a 2 ' b 2 c 2 

Ihnen schließen sich noch an 

der elliptische Cylindor 

a : 2 

a 


2 + fä ~ 1 — °’ 


13 * 
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(8) der hyperbolische Cylinder 

i*2 9»2 


X L 


r 

h 2 


1 = 0 , 


(9) der parabolische Cylinder 

^ = 0 . 
a l c 

(10) das System von zwei Ebenen 

(«i x -f- 6, y + c, z -f- <2,) (a 2 a; -f b 2 y -f c 2 z -f d 2 ) — 0. 

Es fragt sich, ob es noch andere Flächen zweiter 
Ordnung gibt, und wie man aus der gegebenen Gleichung 
zweiten Grades 

Ax 2 By 2 -f- Cz 2 -4- 2 Dxy 2Eyz -I- 2 Fzx 

+ 2Gx-\-2Hy-\-2Jz-{-K=0 
das Wesen der Fläche erkennen könne. 

§. 233. 

Aufgabe. Zu untersuchen, unter welchen Bedingungen 
der Ausdruck zweiten Grades 

(I) Ax 2 ■ 4- By 2 + Cz 2 -\-2Dxy-\-2Eyz-\-2Fzx 
\-2Gx + 2Hy-\-2Jz+ K 
sich in die Form bringen läßt 

(11) (a, x -f- 6, y -f- c, z -j- d { ) (a 2 x + b 2 y -f c 2 z -f d 2 ). 
Auflösung. Man löse in (2) die Klammern. Dann findet 

Übereinstimmung der Ausdrücke (I) und (II) statt, wenn 
/ a 2 d l -\-a i d 2 =2G, 


( 1 ) 


( 2 ) 


d 2 — 2 H, 
-f" c i d 2 — 2 J, 


c 2 d 


d\ d 2 — K. 


a, = A, 
b 2 = B, 


a 2 b, — j— ctj =2D, 

b 2 c, b y c 2 — 2 E, 

— C , c 2 a, -f- c, a 2 = 2F , 


Setzt man nun 


v 

io 


= w, 


dy 

w 


— 


dy 

u 

V 
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so ergibt sich aus den obigen Gleichungen 

( *« + 4 = 20 , 

(3) | *„ + 4 = 2», 

f Kw + — = 2J, 

\ iv 

und ferner 

Bw. 4- — = 2D, 

1 1 W J 

Cu. 4- — = 2 E, 

u i 

Av. 4- — =2 F, 
v, 

u J V , W , = 1 . " 

Die Gleichungen (4) sind von derselben Form, wie die 
Gleichungen (3) im §. 123. Daher erhält man auf demselben 
Wege wie dort 

(5) C{AB — 7)*) — E(AE- DF) F(DE — BF) — 0. 

Dies ist die erste Bedingung für die Zerlegbarkeit des 
Ausdruckes (I). Wenn sie erfüllt ist, so können die Größen 
D 2 — AB, E 2 — BC, F 2 — CA niemals verschiedene Vor- 
zeichen haben (vgl. §. 123). 

Setzt man zur Abkürzung 

G 2 — AK = R 2 , H 2 — BK = R 2 , J 2 — CK=H 2 

1 * 2 ’ 3 

und versteht unter R t , B 3 die absoluten Werte der 
Quadratwurzeln, so ergibt sich aus den Gleichungen (3) 

I Ku = G — R, y — = GA- E,, 

1 U 

Kv = H — R 2 , A = 

Kw — J — R«, — = J -f-Ä,. 

Daß die Vorzeichen vor 2?,, i? 2 , E a richtig bestimmt 
sind, erkennt man daraus, daß die Gleichungen (6) für den 
Specialfall K— 0 nur bei diesen Vorzeichen richtige Resultate 
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geben. Mit Hülfe der Gleichungen (6) gehen die drei ersten 
Gleichungen (4) in folgende über: 

I GH — R X R 2 = DK , 

(7) ) HJ — R. R. = EK, 

I JG — R 3 R l — FK. 

Diese Gleichungen können uuch so geschrieben werden: 

1 (f? 2 — AK) (77 2 — DK) — {GH — - DK) 2 , 

(8) (7/ 2 _ BK) (J 2 — CK) = {HJ — EK) 2 , 
f (J 2 — CK) (G 2 — dTf) = (JG — FK)*. 

Löst man die Klammern und bringt alles auf eine Seite, 
so ergibt sich in allen drei Gleichungen der gemeinschaftliche 
Factor K. Ist dieser von Null verschieden, so kann man ihn 
weglaßen und erhält 

( K(AB — D 2 ) — H(AH— DG)+ G (DH— BG) = Q, 

(9) \k(BC— E 2 ) — J(BJ— EH)\-H(EJ— CH) = 0, 
[K(CA—F*)—G (CG-— FJ) -f J (FG — AJ) = 0. 

Dies sind noch weitere drei Bedingungen für die Zerleg- 
barkeit des Ausdruckes (I). Geometrische Bedeutung der 
Gleichungen (5) und (9). Andere Herleitung. 

Man beweise, daß die in (9) ausgesprochenen Bedingungen 
für die Zerlegbarkeit des Ausdruckes (I) auch dann bestehen 
bleiben, wenn K — 0 ist. 

Aus den Gleichungen (9) geht hervor, daß G 2 — AK, 
H 2 — BK, J 2 — CK keine anderen Vorzeichen haben können, 
als D 2 —AB, FA — BC, F 2 — CA. 

Soll die Zerlegung wirklich vorgenommen werden, so ist 

es zweckmäßig, zu unterscheiden, ob K ^ 0, oder ob K = 0 

ist. Im zweiten Falle unterscheiden wir weiter, ob von den 
Coefficienten G, H, J alle drei, — oder nur zwei, — oder 
nur einer, — oder keiner = 0. 

Erstens. AT<lü. Man setze d x —K, d 2 — \. Dann 
findet sich aus den Gleichungen (6) 

a i=t7-j-7?,, = R 2 , Cj = J -J- R 3 , 

Ka 2 — G — R v Kb. t = H — R 2 , Kc 2 =J — R 3 . 
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Die zweite Verticalreihe der Gleichungen (2) führt auf die 
drei Bedingungen (9). Mit diesen zugleich ist die Gleichung (ö) 
erfüllt. 

Zweitens. K — 0. G — H J — 0. Man setze 
d x — d 2 — 0. Die Gleichungen (9) sind erfüllt, ohne daß 
A, B, 6’, D, E, F an irgend eine Bedingung geknüpft sind. 
Genügen diese Coefficientcn der Gleichung (5), so läßt sich 
die Zerlegung nach §. 123 ausführen. 

Drittens. K — 0. G . 0, H— 0, J = 0. Man setze 
d i — 0, d 2 = 1. Dann wird 

a, = 2 G, 6, = 0, Cj = 0, 

A D 

02 — 2 G' ° 2 ~ G' C *~ G’ 

Die Gleichungen (2) verlangen , daß B = C = E = 0. 
Die Bedingungen (5) und (9) sind dadurch erfüllt. — Ebenso 
sind die beiden Fälle zu behandeln, daß K=G = J— 0. 

II ^ 0, und daß K — G — II — 0, J 0. 

Viertens. K = 0. G 0, H ^ 0, J = 0. Man setze 

< < 

d y =0, d 2 — 1. Dann wird 

a t = 2 G, b t — 2H, c j = 0, 

A B F 

a 2 “ 2 G' 62 "" 2 W c i — g ’ 

Die Gleichungen (2) verlangen, daß C = 0, HF— EG, 
BG 2 AH 2 — 2 DG II. Die Bedingungen (5) und (9) sind 

dadurch erfüllt. — Ebenso sind die beiden Fälle zu behan- 
deln, daß K — G — 0, J ^ 0, und daß K— H — 0, 

G>0, J> 0. 

< < 

Fünftens. K — 0. G 0, H 0, J ' 'J 0. Man setze 
dy — 0, d 2 — 1. Dann wird 

a | =2G, by—2H, c,=2c/, 

A _ B _ C 

“ 2 — 2 G' 62 ~ 2H' C *~2 j" 
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Die zweite Verticalreihe der Gleichungen (2) führt auf die 
drei Bedingungen (9). Mit diesen zugleich ist die Gleichung (5) 
erfüllt. 

Sind die Bedingungsgleichungen (5) und (9) erfüllt, so 
ergibt sich aus der Zerlegbarkeit, daß die Gleichung 
(10) Ax 2 -j- By 2 -j- Cz 2 -J- 2Dxy -f- 2 Eyz 4- 2 Fzx 
-f- 2 Gx -(- 2 Hy -j- 2Jz-\- K==0 
ein System von zwei (reellen oder imaginären) Ebenen ausdrückt. 

Wenn der Ausdruck (I) zerlegbar ist, so gilt dasselbe 
von jedem neuen Ausdrucke, in welchen jener durch Coor- 
dinaten-Transformation übergeht. 

Anmerkung. Die Coefficienten des zerlegbaren Ausdruckes (I) 
sind außer durch (5) und (9) noch durch sechs andere Gleichungen ver- 
knüpft. 

§. 234. 

Aufgabe. Die Gleichung 

( 1 ) Ax 2 -f- Bi/ 2 -f- Cz 2 -\- 2 Dxy -4- 2Eyz -I- 2 Fzx 

-f 2Gx + 2 Hy + 2 Jz -f K = 0 
sei auf ein beliebiges Parallel -Coordinatensystem bezogen. 
Durch den Punkt (5, r„ C) soll ein neues System gelegt werden, 
dessen Axen X, F, Z den alten Axen parallel laufen (X || x, 
F||^, Z || z). Wie lautet die neue Gleichung der Fläche? 
Auflösung. 

A l X 2 + B t Y 2 + C, Z 2 -|- 2D, XY-\- 2 E x YZ-\- 2F l ZX 
-f 2G 1 X-f-2£ r ,F-f2J l Z+K x =0. 

Dabei ist 

(2) A { = A, B i =B, C t — C, D { =D, E X =E, F x = F. 

I G i =Al-]-D-r l +Ft:+ G, 

(3) \H l =2)5 + 57; 

I J t = l< 5 -|- Et j -j- CC -f- J- 

(4) *, =(<?+<?,) 5 + + J|)C + £ 

Es ist zu bemerken, daß aus (2) unmittelbar folgt: 

(5) C l (A l B l -D*)-E l (A l E l -.D l F t )+F l {l> 1 E l -B l F l ) 
= C (AB — D 2 ) — E(AE— DF) + F(DE — BF) 

Unter welchen Bedingungen ist die transformirte Glei- 
chung zerlegbar? 
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§. 235. 

Aufgabe. Die Gleichung (1) des §. 234 sei auf ein be- 
liebiges Parallel -Coordinatensystem bezogen. Die Axen eines 
neuen Systems (X, Y, Z) sollen denselben Anfangspunkt haben. 
Die Winkel, welche jede von ihnen mit den Ascen des alten 
Systems einschließt, sind gegeben. Wie lautet die neue Glei- 
chung der Fläche? 

Auflösung. Zur Transformation dienen die Gleichungen 
x-\-y cos (jL-y) -f- z cos {xz) — X cos (xX) -j- Fcos ( x F)-{- Zoos ( xZ ), 
x cos (yx) -\-y-\-z cos ( yz ) = .Xcos ( yX ) -)- Fcos (y Y) -f- Zcos ( yZ ), 
x cos ( zx ) -(- y cos (zy) -f- z — X cos (zX) -{- F cos ( zY)-\-Z cos (sZ). 
Löst man sie in Beziehung auf x t y. z auf, so erhält man 
Gleichungen von der Form 

ix = a x Z-f-6, F - {- c t Z, 

(1) | y — a i X -f- F 4* c 2 Z, 

( z = a 3 X-I-&3 F -j- c 3 Z. 

Wie drücken sich die Coefficienten o,, a 2 , a 3 , 6,, b 2 , 6 S , c,, 
c 2 , c 3 durch die Winkel der Coordinatensysteme aus? Die 
neue Gleichung der Fläche ist 

(2) A x X' + B x Y* + C x Z*-\-2D x XY+2E x YZ-\- 2 F x ZX 

-j-2G, X + 2 H X Y+2J X Z + K X =0. 

Setzt man zur Abkürzung 

A d j D — j— f' flj — L*a, 

D (i j -j- Bci2 -j- Ecl 3 ~ M„, 

Fa x -f- Ea 2 -)- Ca 3 = N a , 
und entsprechend L b , M b , N b , L c , M c , N c , so ist 

I A X = L a a x -f- M a a 2 -(- N a a 3 , 

B x = L b b x -j— M. b b 2 -f- E b b 3 , 

C j = L c c x -(- M c c 2 -j- NcC 3 , 

D x = L a b x — Al a b 2 -f- X a b 3 — L b o, x ~j— AJ b d 2 — j - JX b & 2l 

E x = L b c x -j- M b c 2 -(- N b c 3 = L c b , -}- M c b 2 -j- X c b 3 , 

I E j — B e ci x — J— Xl e d 2 -j- X c & 3 — L a c x — |— M a c 2 — |— jV ö c 3 , 

G x = G a x -j- Ha 2 -} - J a 3 , 

H x = Gb x -J- Hb 2 -|- 
« T | — G c | — |— H. c 2 — | — y Cj, 

K, =K. 
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Man beweise, daß 

(4) C^A.B^D^-E^A , E, -D^\)-\-F,(D,E-B { F x ) 
C (d B — D 2 ) — E (/I E — D F) 4- F (I) E — B F) 
= [a,(6 2 c 3 — 6 3 c 2 )4-a 2 (i 3 c, — 6,03)4-0,(6,02— 6 2 c,)] 2 . 
(Determinanten.) Wann ist die Gleichung (2) zerlegbar? 


§. 23G. 

Aufgabe. Zu untersuchen, unter welcher Bedingung die 
Gleichung (1) des §. 234 durch Coordinaten-Transformation in 
eine neue Gleichung übergeht, in welcher von keiner der Coor- 
dinaten die erste Potenz vorkommt. 


Auflösung. Man verlege nach §. 234 den Anfangs- 
punkt der Coordinatcn in den Punkt (;,, r a , Ci) und setze 


Gi 

(I) 


1 


0 . 




Dadurch wird 
A 2 




A a 


/ A = C(AB — Di) — E{AE—DF) + F(DE—Bt\ 
m \ A, =- G(BC — E 2 )-\- H( CD — EF) — J (DE — BF), 
W 1 A 2 = G(CD-EF') - H(AC— F a ) 4- J(AE — DF), 
[ Aj=— G\dE— BF)-\-H{AE— DF')— J(AB— D*). 


Man beweise, daß der Punkt (5,, r n , Cj) Mittelpunkt der Fläche 
ist, d. h. daß jede durch ihn gelegte Sehne in ihm halbirt wird. 
Drei Fälle sind zu unterscheiden. 

Erstens. A ^ 0. Der Mittelpunkt liegt im endlichen 
Gebiete an einer einzigen bestimmten Stelle. 


Zweitens. A — A, = A 2 =• A 3 = 0. Der Mittelpunkt 
ist unbestimmt. 


Drittens. A = 0. A,, A 2 , A 3 nicht alle drei = 0. 
Der Mittelpunkt liegt in unendlicher Entfernung. 

Im ersten Falle ist die Aufgabe eindeutig gelöst, im zweiten 
ist die Lösung unbestimmt, im dritten ist sie nicht möglich. 

Es ist zu beachten, daß nach §. 234 (5) und §. 235 (4) 
die Größe A bei einer Transformation der Coordinaten ihr 
Vorzeichen nicht ändert, und daß sie = 0 bleibt, wenn sie 
für irgend ein System = 0 ist. 

Ist A 0, so hat man noch zu unterscheiden, ob Ä - , =Ü 
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oder ob A', 0 ist. Ist A, =0, so liegt der Mittelpunkt 

auf der Fläche, ist A ( "... 0, so liegt der Mittelpunkt nicht 

auf der Fläche. Man bemerke, daß 

(3) K l A = GA l +i/A 2 -I-JA 3 + AA 

ist. 

§. 237. 

Lehrsatz. Ist A ^ 0 und A, = 0 [vergl. §. 236 (2) 

und (3)], so drückt die unzerlegbare Gleichung (1) des 
§. 234 eine Kegel fläche aus. 

Ile weis. Man bringe die Gleichung (1) des §. 234 durch 
das im vorigen Paragraphen angewandte Verfahren in die Form 

( 1 ) A , X 2 4 - B t F 2 4 - C\ Z 2 -f- 21 ) , XY+ 2 E, YX 4 . 2 F t ZX= 0. 

Mit dieser Gleichung verbinde man die Gleichungen 

(2) X=kX v Y=kY v Z — kZ { , 

welche ausdrücken, daß der Punkt (X, Y, Z) auf der geraden 
Linie liegt, welche den Anfangspunkt der Coordinaten mit 
dem Punkte (A n F, , Z,) verbindet. Liegt nun der letztere 
Punkt auf der Fläche (1), so zeigt sich, daß auch def Punkt 
(.Y, Y, Z) auf der Fläche liegt, und zwar für jedes k. D. h. 
die gerade Linie (2) liegt ihrer ganzen Erstreckung nach auf ’ 
der Flache. Da die Linie (2) stets durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten geht, so ist die Fläche (1) eine Kegelfläche. 

§. 238. 

Aufgabe. Die Gleichung (1) des §. 234 so zu transfor- 
miren, daß in der neuen -Form die Producte 2AT, 2 YZ, 

2 ZX nicht Vorkommen. 

Auflösung. Man führe die Coordinaten-Transformation 
des §. 235 durch und setze 
(1) D t =* E t = F t = 0. 

Dadurch werden die neun Cosinus der Winkel, welche die 
neuen Axen mit den alten einschließun , an drei Bedingungs- 
gleichungen geknüpft. Nach §. 172 sind für diese neun 
Cosinus außerdem noch drei Bcdingungsgleichungen vorhanden, 
nemlich je eine für die Winkel, welche die AAxe, resp. die 
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Y Axe, resp. die ZAxe mit den alten Axen einschließt. Durch 
sechs Bedingungsgleichungen sind aber die neun Cosinus nicht 
vollständig bestimmt. Die Aufgabe läßt sich also in unendlich 
mannichfaltiger Weise lösen. 

Wählt man eine von den neuen Axen beliebig, so haben 
drei Cosinus bestimmte Werte, die eine Bedingungsgleichung 
von selbst erfüllen. Es bleiben sechs unbekannte Cosinus an 
fünf Bedingungsgleichungen gekuüpft. Auch dann sind also 
noch unendlich viele Lösungen möglich. Bei der Wahl der 
einen Axe ist der Fall zu vermeiden, daß sie einen oder zwei 
unendlich entfernte Punkte mit der Fläche gemein hat. 

Trifft man, ohne eine von den neuen Axen zu wählen, 
die Bestimmung, daß sie auf einander rechtwinklig sein sollen, 
so kommen noch drei Bedingungsgleichungen hinzu. Dann ist die 
Zahl der Bedingungen gleich der Zahl der Unbekannten. Zur Ver- 
einfachung der Lösung ist es zweckmäßig, von den gegebenen 
Coordinaten zuerst überhaupt auf ein rechtwinkliges System 
überzugehen. Die Gleichung der Fläche wird dadurch in ihrer 
Form nicht geändert. Die Coefficienten erhalten andere Werte. 
Die Discriminante A erlangt aber nur einen positiven Factor 
[§. 235, (4)]. Man kann den Uebergang zu einem beliebigen 
System von rechtwinkligen Coordinaten vorab bewerkstelligen. 
Dann stellt sich die Aufgabe wie folgt. 

§. 239. 

Aufgabe. Die unzerlegbare Gleichung ( 1 ) des §. 234, 
welche auf rechtwinklige Coordinaten bezogen ist, durch den 
Uebergang auf ein anderes rechtwinkliges System so zu trans- 
formiren, daß in der neuen Form die Producte 2 X Y, 2 YZ, 
2 ZX nicht Vorkommen. 

Auflösung. Für die Transformation der Coordinaten 
gelten die Gleichungen: 

x — a, X -f- ß, Y y , Z, 

V = *2 i'+Ya £, 

z — «3 X -f- ß 3 E-f- y 3 Z. 

Die neun Cosinus a,, a a , ...73 sind an die Gleichungen (7), 
( 8 ), (9) des §. 176 gebunden. Die Aufgabe besteht darin, 
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diese neun Cosinus und die Coefficienten A , , B , , C, so zu 
bestimmen, daß die gegebene Function 

(1) <p = Ax* -\- By 2 -f- Cz 2 -f- 2 Dxy -f- 2 Eyz -f- 2 Fzx 
in die neue Form übergebt 

( 2 ) + + 

Die Function cp ist in (1) abhängig von x, y, z, in (2) 
von X, F, Z, und die alten Variablen einerseits hängen mit 
den neuen Variablen andererseits durch die Transformations- 
formeln zusammen. Es ist demnach 


(3) 


d cp _ dcp öX dcp dF chp dZ 

d x di daj^~dF d sc dZ dx’ 


Führt man die Differentiationen aus, so erhält man aus (3): 


(4) Ax-t-Dy + F* = a i A i X-}-$ l B l Y+- u t\Z. 

d cp d cp 

In derselben Weise wie in (3) kann man 3-” und ~ 

v ' 0 y dz 

ausdrücken und erhält zwei Gleichungen, die der Gleichung (4) 
an die Seite zu stellen sind. In diesen drei Gleichungen hat 
mau auf der linken Seite X, Y, Z einzuführen. Dann sind 
in jeder Gleichung die links und rechts vorkommenden Coef- 
ficienten von X, von F, von Z getrennt einander gleich zu 
setzen. Dadurch ergeben sich die Gleichungen 

(A — A y ) v. i -f- Da 2 -j- F a 3 =0, 

( 5 ) — A { ) a 2 Ea 3 = 0. 




0. 


( (^- J B 1 )ß,+Dß a + Fß 3 =0, 

(6) 2>ß 1 +(B-fi 1 )ß»+£p.=0, 

( Pß 1 + JBß a +(C-fl 1 )ß, =0. 

/(^-C 1 )y, + ^Y2+^ , T3=0, * 

(7) £ >Tl+ ( J B-C 1 )Y2+^T3=0, 

( F T 1 ~b Y2 (C ^l) T» = 0. 

Aus den Gleichungen (5) laßen sich die Größen a,, a. 2 , 
a 3 , aus (6) die Größen ß u ß 2 , ß 3 , aus (7) die Größen fii 
Ta , Y3 eliminiren. Das Resultat der Elimination spricht sich 
aus in der Gleichung 

(8) (A -\)(B- X) (C -\) — (A — X)E 2 —{B- X) F 2 

. — (C — \)D 2 -\~2DEF=0, 
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wenn man statt X der Reihe nach einsetzt A , , resp. iJ,, resp. 
Cj. Die gesuchten Coefficienten A ,, B v C\ sind also die 
Wurzeln der cubischen Gleichung (8). Hat man diese Wurzeln 

bestimmt, so ergeben sich aus (5) die Verhältnisse — und — , 
aus (G) die Verhältnisse und :l -, aus (7) die Verhältnisse 

y v rl rl 

1 2 , — . Die neun Größen a. 3- V selbst erhält man dann 

^ *T i * 

mit Hülfe der Gleichungen (7) des §. 17G. 

Es bleibt noch zu untersuchen, wie viel reelle Wurzeln 
die Gleichung (8) liefert. 


§. 240. 

Aufgabe. Die Wurzeln der cubischen Gleichung 

(1) (A — X) (B — X) (C— X) - (A — X) E 2 - ( B — X) F* 

— (C — X) D 2 -(- 2DEF — 0 
zu untersuchen. 

Auflösung. Die Gleichung hat mindestens eine reelle 
Wurzel. Die beiden andern sind entweder auch reell oder sie 
sind compl ex und conjugirt. Man kann also jedenfalls die 
drei Wurzeln in die Form bringen 

X, — X 0 -(- [x ( , X 2 = X 0 |x,, X ;t = X 0 -j- {x 2 , 
so daß X 0 und p 2 reell sind und p, entweder reell oder 
rein imaginär. Schreibt man nun zur Abkürzung 
A — X 0 — a, B — X 0 = b, C — X 0 = c, 

und 

(2) ( a-p)(6-p)(c~p)-(a-p)A: 2 -(6-p)F 2 

- (c -- |i) D 2 + 2DEF 

so sind p,, — p, und p 2 die Wurzeln der Gleichung 

(3) /oo= o, 

und man kann/(p) in die Form bringen: 

/ 00 = (f* 2 — f* 2 ) (f 1 — (* 2 )- 
Danach erhält man 

/GO •/(- e) = - 0* 2 - - i* 2 ) - <i> O* 2 ), 

und es zeigt sich, daß die Gleichung 

(4) 4»(p 2 ) = 0 ' 

die doppelte Wurzel p 2 und die einfache Wurzel p 2 hat. Nun 
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sind aber p 2 und p 2 jedenfalls reell, p 2 ist positiv, p 2 kann 
positiv oder negativ sein. 

Mit Hülfe der Gleichung (2) ergibt sich 
(5) <I>(p 2 ) = \c{ab — D) 2 — E(a,E — DF)-\- F(DE — iß)] 2 
2 l (ß 2 — a&) 2 -{-(i? 2 — bc) 2 -\-{F 2 — ca) 2 I 
_|i ' j _f-2(ßß— bF) 2 +2(EF-cD) 2 -\-2(FD--aE) 2 \ 
4-p< { a 2 -f b 2 -\-c 2 -\-2D 2 -f2£ 2 +2ß 2 } 

— p 6 . 

Die Reclinung wird erleichtert durch die Theorie der 
Determinanten. Auf der rechten Seite von (5) ist zu beachten, 
daß die Coefficienten von — p # , p 4 , — p 2 , p° wesentlich 
positiv sind. Dies ist aber nicht anders möglich, als wenn 
die drei reellen Wurzeln der Gleichung (4) sämmtlich positiv 
sind. Folglich sind p, und p 2 reell und deshalb auch alle 
drei Wurzeln der gegebenen Gleichung (1) reell. 

Die Aufgabe des vorigen Paragraphen läßt sich also immer 
lösen und zwar so, daß A t , ß,, C\ je einen reellen Wert 
erhalten. 

Bringt man die Gleichung (1) in die Form 
0 = C (A B — D 2 ) — E (A E — Dt 1 ) -f F (D E — BF) 

— X (AD + ßG’-j- CA — ß 2 — E 2 — F 2 ) 

-f k 2 (>i + ß -f- C) — V, 

so zeigt sich, daß alle drei Wurzeln von Null verschieden 
sind, wenn A ^ 0, daß dagegen mindestens eine Wurzel gleich 

Null ist, wenn A=0. Danach gewinnt die im §. 23(5 gemachte 
Unterscheidung eine neue Bedeutung. 

§. 241. 

Aufgabe. Welche Flächen werden durch die unzerleg- 
bare Gleichung (1) des §. 234 ausgedrückt, wenn A ^ ' 0 ist? 

Auflösung. Man kann von dem Ooordinatensystem, auf 
welches die vorgelegte Gleichung bezogen ist, zunächst auf 
ein rechtwinkliges System übergehen und hierauf die Trans- 
formation des §. 239 durchführen. Dadurch geht die gegebene 
Gleichung in folgende über: 
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(1) A , X 2 -f ß t Y* + C, Z 2 -f 2G , X-f 2i/, Ff 2J, Zf Ä'= 0, 

und es ist zu bemerken, daß A t , B t , C t alle drei von Null 
verschieden sind. 

Man setze nun 


Y / G, 

A — a; ~A,~' 


Y= «' Al 

^ J5, ’ 


Z=z' — 


A 

c. 


Dadurch geht man zu einem neuen Axensystem über, welches 
dem alten parallel ist. Die neue Gleichung lautet 
(2) x' 2 f B t y' 2 f C, z' 2 — X, = 0, 

und es ist 


A, 


H] 

B, 


K — _JL _i_ L J_ j_L K 

Ä t a ^ n \ n ' 


Wir unterscheiden, ob K. , 0 oder ob X. = 0 ist 


Erstens. X, ^ 0. Dann darf man in (2) auf beiden 
Seiten durch X, dividiren und erhält 

^ kVA K v B \ kVc~i ~ 1 = =0 - 

Je nach den verschiedenen Vorzeichen der Nenner erhält 
man die verschiedenen Flächen, welche die vorgelegte Glei- 
chung ausdrückt, nemlich 

I. alle drei Nenner positiv: 
das Ellipsoid; 

II. alle drei Nenner negativ: 

kein reelles Gebilde (das imaginäre Ellipsoid); 

III. zwei Nenner positiv, einer negativ: 

das einschalige Hyperboloid; 

IV. ein Nenner positiv, zwei negativ: 

das zweischalige Hyperboloid. 

Die neuen Coordinatenaxen, auf welche die Gleichung (3) 
bezogen ist, heißen die Axen der Fläche. Der Anfangs- 
punkt liegt im Mittelpunkte (§. 236). Für diesen Anfangspunkt 
sind die Größen A,, A 2 , A 3 des §. 236 alle drei gleich Null. 

Zweitens. X, = 0. Dann wird aus (2) 


< 


( 4 ) 


A , x' 2 -j- X, y' 2 -f C\ z' 2 = 0. 
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Je nach den verschiedenen Vorzeichen ergibt sich Fol- 
gendes : 

V. alle drei Coefficienten positiv oder negativ: 

kein reelles -Gebilde (der imaginäre Kegel); 

VI. zwei Coefficienten positiv , einer negativ oder um- 
gekehrt: 

der Kegel. 

§• 242. 

Aufgabe. Welche Flächen werden durch die unzerleg- 
bare Gleichung (1) des §.234 ausgedrückt, wenn A = 0 ist? 

Auflösung. Man verfahre wie zu Anfang des vorigen 
Paragraphen. Einer von den Coefficienten A ,, B l , C, wird 
gleich Null. Es sei C, = 0. Die transformirte Gleichung 
lautet 

(1) A t X* + 2G t X+2H l Y+2J l Z+K = 0. 

Hier kommen die Größen A t , A 2 , A 3 des §. 23G in Be- 
tracht, welche jetzt lauten 


A t = 0, A 2 — 0, A 3 = — J t A t B v 


Danach ist zu unterscheiden, ob A Ä = 0 oder ob A 3 ^ 0 ist. 


Erstens. A, 


0. 


3 <' 
\ 


J, 


Dies kann für A t 1 0, B , _ 0 nur eintreten , wenn 


0. Fis tritt aber auch ein , wenn eine der Größen A , , 
B x , z. B. 7ij =0. Zunächst sei A t ^ 0, B t ^.0, J x 


Man setze 

X = x' 


< 

£?, H x 

Ä 7' y X 


o. 


Dann lautet die neue Gleichung 


(2) • A,x' 2 + B x xf 2 — A, =0 

und es ist a 1 n 2 

K. 


K = ®L + "i 

1 A, + 2 ?, 


Hier kann AT, nicht = 0 sein , weil die Gleichung sonst 
nicht unzerlegbar wäre (§. 233). Man darf also durch A, 
dividiren und erhält 


( 3 ) 


K X :A X 


y 


'2 


A,:B, 


1 = 0 . 


14 
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Drei Fälle: 

VII. Beide Nenner positiv: 

der elliptische Cylinder; 

VIII. beide Nenner negativ: 

kein reelles Gebilde (der imaginäre elliptische 
Cylinder) ; 

IX. ein Nenner positiv, der andere negativ: 
der hyperbolische Cylinder. 

Der Anfangspunkt der Coordinaten ist ein Mittelpunkt 
der Fläche. Die Gleichung (3) ändert ihre Form nicht, wenn 
die ic't/'Ebene längs der z'Axe parallel verschoben wird. Jeder 
Punkt der z'Axe ist also ein Mittelpunkt. (§.236. Zweitens.) 

Es sei ferner B . = 0. Man setze 


X= x‘ — 


G x 


r= 


11 \ y' — J t 


A t ’ V ’ 

Dadurch geht die Gleichung (1) über in 


z—L iX^kJL£. 

Vh\ -\- j\ 


( 4 ) 


A , x' 


* + 2K77?+J* y _|1 + AT = 


0. 


Sie drückt 

X. den parabolischen Cylinder 
aus. Jeder Punkt auf einer geraden Linie, die in unendlicher 
Entfernung parallel zur z'Axe läuft und die y * Axe durch- 
schneidet, ist Mittelpunkt der Fläche. 

Zweitens. 


Man setze 
X=x‘ - 


a 3 >0. 


(§. 236. Zweitens.) 


G i 

A, 


y 


Hj 

B , 


z=z' + 


2 J. 


K t = 


*L + *1_* 

A, ^ B t 


( 5 ) 


Dann lautet die neue Gleichung 

A , x' 2 -f ß,^* -f 2 ■/,*' = (). 
Zwei Fälle: 


XI. A , und 71, haben dasselbe Vorzeichen: 
das elliptische Paraboloid; 

XII. A , und ß, haben entgegengesetztes Vorzeichen: 
das hyperbolische Paraboloid. 


Digitized by Google 



Die Flachen zweiter Ordnung. 


211 


§• 243. 

Aufgabe. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
(1) Ax 1 -j- By 2 Cz 1 -(- 2Dxy -f- 2 Eye 2Fzx 

+ 2Gx + 2Hy + 2Jz + K = 0 

ist gegeben. Welche Fläche wird dadurch charakterisirt? 

Auflösung. Die Mittel zur Lösung der Aufgabe sind in 
den vorhergehenden Paragraphen enthalten. Das Schema der 
Untersuchung stellt sich wie folgt: 

I. Die Gleichung ist zerlegbar. 

II. Die Gleichung ist unzerlegbar. 

A. A>0. 

1. Z, A>0. 

2. Af, A = 0. 

B. A — 0. 

1. A, = A 2 = A 3 = 0. 

2. A n A 2 , A, nicht alle =0. 

Dazu ist zu bemerken: 

Die Unterscheidung zwischen I. und II. ergibt sich aus 
§. 233. 

I. Die Fläche ist ein System von zwei Ebenen. Die Zer- 
legung der Gleichung und daraus folgend die Angabe über 
die Lage der Ebenen ist nach §. 233 vorzunehmen. 

II. A. 1. Die Fläche hat einen bestimmten Mittelpunkt 
im endlichen Gebiete, der aber nicht in ihr liegt. Diesen 
Mittelpunkt machen wir zum Anfangspunkt der Coordinaten 
durch parallele Verschiebung der Axen. Sollen außer der 
Art der Fläche auch die Lage und Größe ihrer Axen ange- 
geben werden, so hat man nach §. 241 zu verfahren. Wenn 
die ursprünglichen Coordinaten schiefwinklig waren, so sind 
noch zwei Transformationen nötig. Der erste Übergang auf 
rechtwinklige Coordinaten geschieht am einfachsten wie in 
§. 181. Der zweite ist in §. 239 vorgeschrieben. 

Kommt es bloß darauf an, die Art der Fläche anzugeben, 
so kann man durch drei Transformationen in der Ebene auf 
conjugirtc Durchmeßer als Coordinatenaxen übergehen. Auch 

14 * 


Digitized by Google 



212 


Abschnitt XII. 


bei diesem System entscheiden die Vorzeichen darüber, ob 
die Fläche ein Ellipsoid, oder kein reelles Gebilde, oder ein 
einschaliges Hyperboloid, oder ein zweischaliges Hyperboloid 
ist. (Vgl. §§.*214, 218, 222.) 

II. A. 2. Die Fläche hat einen in ihr liegenden bestimmten 
Mittelpunkt im Endlichen. Sie ist ein Kegel, dessen Gestalt 
und Lage durch die Transformationen des §. 241 zu ermitteln 
sind. 

II. B. 1. Der Mittelpunkt der Fläche ist unbestimmt. Soll 
nur untersucht werden, ob sie ein elliptischer, ein hyperboli- 
scher oder ein parabolischer Cylinder oder kein reelles Ge- 
bilde ist, so genügt es, die Schnitte in den Coordinaten-Ebenen 
zu betrachten. Jeder Schnitt, der nicht geradlinig ist, ent- 
scheidet. Die Gestalt und Lage der Fläche findet sich nach 
§. 242. 

II. B. 2. Der Mittelpunkt der Fläche liegt im Unend- 
lichen. Ihre Gestalt und Lage ist nach §. 242 zu ermitteln. 
Soll nur angegeben werden, ob sie ein elliptisches oder ein 
hyperbolisches I'araboloid ist, so kann man durch drei Trans- 
formationen in der Ebene auf conjugirte Coordinaten-Axen 
übergehen. Die Vorzeichen der quadratischen Glieder ent- 
scheiden. (Vgl. §§. 22t>, 230.) 

Übungsaufgabe. Was für Flächen ergeben sich bei 
Auflösung der Aufgaben 1, 2, 3 in §.209? 

§. 244. 

Aufgabe. Die gemeinschaftlichen Punkte einer krummen 
Fläche zweiter Ordnung und einer geraden Linie 

(1) a; — ? = «,»•, y — r ( = a 2 r, 2 — £ = a 3 r 
aufzusuchen. 

Auflösung. Man setze rechtwinklige Coordinaten voraus 
und bringe die Gleichung der Fläche nach §. 234 in die Form 

(2) ^(x-O a +^-r,) J + ^-0 2 

+2D(x— 0(y— r,) + 2E(y— r t )(z— r ,)-\-2F(z— C)(a:— l) 

+2G 1 (»-?)+?if ) (y-r t )+2J 1 ( Z -C)+/ir i = 0. 

Die Gleichung ist unzerlegbar. 
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Der Punkt (£, r r C) liegt an irgend einer bestimmten 
Stelle aut’ der geraden Linie (I). Soll der Punkt (tc, y, z ) 
sowohl der geraden Linie als der Fläche angehören, so gelten 
die Gleichungen (1) und (2) gleichzeitig. Dies gibt zur Be- 
stimmung der Entfernung r der beiden Punkte die quadra- 
tische Gleichung 

(3) (Aa* +-Ba* -f Ca* -\-2Da t a 2 -\-2Ea i a a -{-2Fa 3 a l )r^ 

-(- 2 (G , a , H l v. 2 -{-J l a 3 ) r -(- A t — 0. 

Zwei gemeinschaftliche Punkte. 

Besondere Fälle. 

Erstens, r, = 0, wenn A, — 0. Außerdem r 2 = 0, 
wenn gleichzeitig G, o t , — J- H i a 2 -|- a 3 = 0. 

Danach ist 

(4) G, («- « + #, &-,) + ./,(*- C) = 0 

die Gleichung der Tangentialebene, wenn (5, tj, C) der Berüh- 
rungspunkt ist. 

Zweitens, r, — — r 2 , wenn G, a, -f- H { a 2 -f- «/, a 3 =0. 
Der Punkt (£, r ( , C) ist Mittelpunkt der Sehne. Setzt man für 
G t , //,, ihre Werte ein und betrachtet a t , a 2 , a 3 als 
constant, r„ C als variabel, so erhält man als geometrischen 
Ort für die Mittelpunkte aller zu (1) pai - allelen Sehnen: 

(5) (Aa, -f- Di 2 Aa 3 )£ + (Ca, + -#«2 -f" Aa 3 )r t 

+ (**«. + + C« 3 )C + Gct, + Hn 2 + J a 3 = 0, 

also eine Ebene. Dieselbe geht durch den Mittelpunkt der 
Fläche. Denn setzt man für £, r ( , C speciell die Coordinaten 
ü,, Tj,, C t des Mittelpunktes (§.236), so wird G l =H l =J i =0, 
und dann ist die Gleichung G, a, -j- //, a 2 -j- J x a 3 = 0 von 
selbst erfüllt. 

Drittens, r , = r 2 , wenn 
0 = (G,«, -f /f,a 2 -f- J,a 3 )* 

— A, (Aa^-f-ßa 2 -4-Ga 3 -)-2Z)a 1 a 2 -j-2Aa 2 a 3 -)- 2 Aa 3 a,). 

Eliminirt man a,, a 2 , * 3 mit Hülfe der Gleichungen (1), 
so ergibt sich die Gleichung des Tangentenkegels: 

(6) 0 = [G .(a — + {y -r ( ) + 

— A, [A(x-Q> + B (y-rö* + ...]. 
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Der Tangentenkegel berührt die Fläche zweiter Ordnung 
in einer Linie, für welche (2) und (6) gleichzeitig gelten. Aus 
(2) und (6) folgt aber 

(7) G, (*-«) + //, (y- t,) + J t (* - C) + — 0. 

Die Berührungscurve liegt also in der Ebene (7), der Polar- 
ebene des Punktes (5, r ( , £). 

Wo liegt die Polarebene des Mittelpunktes? 

Der Tangentenkegel kann ein System von zwei Ebenen 
sein. Dann zerfällt die Berührungscurve in zwei gerade 
Linien. 


Viertens, r, — oo, wenn 

(8) -4a 2 -f- Bn^-] r Ca.‘ l z -\-2Da x a 2 + 2£a 2 a 3 + 2-Fa 3 a, = 0. 
Durch Elimination von a,, a 2 , a 3 geht daraus hervor 

(9) A(x— £)* -f B(y — r ( ) 2 -f C(z — C) 2 + 2D (x — £) (y — r,) 

+ 2E(y - r ( ) (z - Q + 2 F(z - C) (*■ - 5) = 0. 


Hier ist zu unterscheiden, ob A ^ 
A. Es sei A ^ 0. 


0 oder ob A = 0. 


Dann ist die Gleichung (9) unzerlegbar. Bei den Ober- 
flächen mit Mittelpunkt gibt es also für einen beliebig gewählten 
Punkt (S, r ( , C) einen Kegel zweiter Ordnung, der den Punkt 
zum Scheitel hat, und dessen Erzeugende die gegebene Ober- 
fläche in einem unendlich entfernten Punkte treffen. Bückt 
der Punkt (;, C) an eine andere Stelle, so ändert der 
Kegel (9) nicht seine Gestalt, sondern nur seine Lage, und 
zwar so, daß jede Erzeugende ihrer ursprünglichen Lage par- 
allel bleibt. Läßt man den Punkt (£, r t , C) speciell in den 
Mittelpunkt der Fläche (2) fallen, so gilt außer (8) noch die 
Gleichung 

(10) (?, j, -f- //, a 2 -j- «/, a 3 = 0, 


weil für den Mittelpunkt G, = H { = J, =0 ist (§. 236). 
Dann ist außer r x =oo auch noch r 2 = oo. Die Gleichung 

(9) geht über in 

(11) ^(*-5 l ) 2 +^(3/-n i ) J +0(z-c 1 ) J +2/)( a; -6 1 )(y-ü,) 

+ 2^-r 11 )( 2 -C I ) + 2F’(z-C 1 )(»-5 1 ) = 0, 
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die Gleichung des Asymptotenkegels. Darin haben 5,, r it C, 
die aus §. 236 zu entnehmenden Werte. 

Es kann aber auch für eine beliebige Lage des Punktes 
(£, Tj, £) außer r, = oo auch noch r 2 = oo werden. Es 
brauchen nur die Gleichungen (8) und (10) gleichzeitig erfüllt 
zu sein, oder — was dasselbe ist — die Gleichung (9) und 
die Gleichung 

(12) Gj (* $) -j- ®t (y — r i ) 4* ( 2 — Q — o. 

Um also die geraden Linien zu finden, welche durch den 
Punkt ($, Tj, C) gehen und die Fläche (2) in zwei unendlich 
entfernten Punkten treffen, hat man nur den Durchschnitt des 
Kegels (9) mit einer Ebene (12) zu suchen, welche durch den 
Punkt (5, r j7 C) parallel zu seiner Polarebene (7) gelegt ist. 

Die Ebene (12) läßt sich auch noch auf andere Weise 
herstellen. Die Fläche (2) und der Kegel (9) haben eine 
Curve gemein, für welche beide Gleichungen gelten, und folg- 
lich auch die Gleichung 

(13) 2G i (x-V) + 2H l (y-r l ) + 2J l (z-Q + K t =0, 
welche aus (2) und (9) durch Subtraction hervorgeht. Der 
Durchschnitt von (2) und (9) liegt also in Ebene (13), und 
zu dieser ist die gesuchte Ebene (12) parallel. 

Es gibt noch eine dritte Auffaßung der Bedingungs- 
gleichungen (8) und (10). Soll nemlich die gerade Linie (1) 
den Asymptotenkegel (11) berühren, so ergibt sich als Bedingung 
0=K 2 (Aa] + Bal-{-...+2Fa s a l )-(G l z t + H i * 2 +J i * 3 )>. 
^=4(5-S 1 ) 2 + 5(l-r il ) 4 +-.-+2n!:-C,)(«-5,). 

Diese Bedingung geht, wenn (8) erfüllt ist, in (10) über. Man 
hat also die beiden Berührungsebenen des Asymptoten kegels 
herzustellen, welche den Punkt ($, r t , C) in sich enthalten. Die 
beiden geraden Linien, in welchen diese Ebenen den Kegel 
(9) berühren, treffen die Fläche (2) in je zwei unendlich ent- 
fernten Punkten. 

Der Kegel (9) ist reell in den Fällen III, IV, VI des 
§. 241, imaginär in den Fällen I, II, V. In den Fällen V 
und VI ist die Fläche (2) mit ihrem Asymptotenkegel identisch. 

Ist der Kegel (9) reell, so hat er mit der Ebene (12) zwei 
getrennte reelle Linien gemein, wenn der Punkt (£, r ( , C) vom 
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Asymptotenkegel aus gerechnet in demselben Raume liegt, wie 
das einschalige Hyperboloid, — zwei zusammonfallende reelle 
Linien, wenn der Punkt auf dem Asymptotenkegel liegt, — 
zwei imaginäre Linien, wenn er in demselben Raume liegt, 
wie das zweischalige Hyperboloid. Denn eliminirt man z — C 

aus den Gleichungen (9) und (12), so erhält man für r ‘ 

X — 5 

zwei reelle und verschiedene Werte, . — oder zwei reelle und 
gleiche Werte, — oder zwei complexe Werte, je nachdem 
(14) + (,-*)» + ...] 


negativ, — Null, — oder positiv ist. Dieselben Unterscheidungen 


• IC - £ 

r, elimirt und — be- 


stellen sich heraus, wenn man y 

& ’w 

z — — ^ 

rechnet, oder wenn man x — 5 eliminirt und — — — berechnet. 

y — f . i 

Der Ausdruck (14) ändert sein Vorzeichen, wenn der Punkt 
(L r„ r ,) aus dem äußern Raume durch die Oberfläche des 
Asymptotenkegels in den innern Raum übergeht. In der Ober- 
fläche ist der Ausdruck gleich Null. Um zu entscheiden, ob 
er innen oder außen positiv ist, braucht man nur irgend eine 
Stelle innen oder außen zu betrachten. Dabei ist zu be- 
merken, daß bei einer Coordinaten-Transfonnation die Größe A 
ihr Vorzeichen nicht ändert. Man kann also die Gleichung 
des Asymptotenkegels auf die einfachste Form bringen 


( 11 *) 


Ä’ 2 Y 2 Z 2 

_ 4 - - = 0 

«a ^ b 2 C 2 


Dann ist A negativ, und der Ausdruck auf der linken Seite 
von (11*) ist für gewisse Stellen im äußern Raume (auf 
dem einschaligen Hyperboloid) = -j- 1, für gewisse Stellen im 
innern Raume (auf dem zweischaligen Hyperboloid) = — 1. 
A kann auch positiv sein. Dann haben aber alle drei Glieder 
auf der linken Seite von (11*) das entgegengesetzte Vorzeichen. 
Folglich ist der Ausdruck (14) allgemein negativ im äußeren, 
positiv im innern Raume. 

B. Es sei A = 0. 

Dann ist die Gleichung (9) zerlegbar (§. 233) und drückt 
ein System von zwei Ebenen aus. Rückt der Punkt (£, r ( , C) 
an eine andere Stelle, so verscliieben sich die beiden Ebenen, 
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bleiben aber parallel ihrer ursprünglichen Lage. Die Ebenen 
sind imaginär in den Fällen VII, VIII, XI, reell und zusammen- 
fallend in dem Falle X, reell und getrennt in den Fällen IX 
und XII (§. 242). In jedem Falle haben aber die Ebenen eine 
reelle gerade Linie gemein, nemlich die Linie, deren Gleichungen 
lauten 

. + D(y-r-ii) + F{z- C) = 0, 

(15) Z>(*-9 + 2i(Sf-ii) + 2?(*-0 = 0 > 

' F(x-S) + £(y-7 1 )4-C(ä-C) = 0. 

Diese Linie läuft der einen Axe der Fläche parallel, und zwar 
derjenigen, für welche die cubische Gleichung (1) des §. 240 
die Wurzel X — 0 liefert, (der ZAxe des §. 242). Die gerade 
Linie (14) ist für die reellen Flächen VII und XI die einzige, 
welche durch den Punkt (£. t ( , C) gelegt werden kann, so daß 
r , = oo wird. 

Soll außer auch noch r 2 = oo sein, so muß 

außer der Gleichung (9) auch noch (12) erfüllt sein. Man hat 
also die Polarebene des Punktes (£, r t . C) in Beziehung auf 
die Fläche (2) herzustellen oder auch die Ebene, in welcher 
der Durchschnitt von (2) und (9) liegt. Zu jeder dieser beiden 
Ebenen ist die Ebene (12) parallel. 

Speciell ergibt sich: 

Bei den Cylindern (VII, IX, X) läuft die Polarebene des 
Punktes der Axe parallel. Folglich hat hier die gerade Linie 
(15) zwei unendlich entfernte Punkte mit der Fläche (2) 
gemein. Man erkennt dies auch daraus, daß die Gleichung 
(12) mit je zweien der Gleichungen (15) verträglich ist, wenn 
A ( — A 2 — A s = 0. 

Für das elliptische Paraboloid (XI) gibt es keine reelle 
gerade Linie, für welche -r, = r 2 — oo wäre. Denn die Ebene 
(12) ist zwar reell, aber die Ebenen (9) sind imaginär und 
ihr reeller Durchschnitt (15) ist mit (12) unverträglich, außer 
für x = £, y — r„ z = 0 

Für das hyperbolische Paraboloid (XII) liefert jeder Punkt 
($, Tj, £) zwei reelle, sich schneidende Linien, für welche 
r t =r 2 =oo. Hier schneiden sich (2) und (9) selbst in 
geraden Linien. 
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Fünftens, r , und r 2 unbestimmt, wenn außer den 
Gleichungen (8) und (10) noch die Gleichung 
(16) K x = 0 

erfüllt ist. D. h. also: wenn der Punkt (£, r„ C) auf der Fläche 
(2) liegt, so fallen die durch ihn gezogenen geraden Linien, 
welche zwei unendlich entfernte Punkte mit der Fläche gemein 
haben, ganz in sie hinein. Diese Linien sind reell für die 
Flächen III, VI, VII, IX, X, XII, für die übrigen imaginär. 
Die Linien gehören zugleich der Fläche und der Tangential- 
ebene des Punktes (;, r„ C) an [Gleichung (12), resp. (4)]. 

§• 245. 

Aufgabe. Die Kreisschnitte in den Flächen zweiter Ord- 
nung zu untersuchen. 

Auflösung. Man führe Coordinaten ein, die den Axen 
der Fläche parallel sind. Dann lautet die Gleichung der Fläche 

(1) Ax 2 + By 2 -f Cz* + 2Gx-\-2Hy-\-2Jz-±- K=0. 
Die Coordinaten sind rechtwinklig. Es kommt darauf an, in 
der Gleichung der Ebene 

(2) Lx -f My -f Nz — p = 0 

(L 2 -f M 2 N 2 = 1). 

die Coefficienten so zu bestimmen, daß der Durchschnitt von 
(1) und (2) ein Kreis werde. Die Durchschnittslinie läßt sich 
am einfachsten untersuchen, wenn man neue rechtwinklige 
Coordinaten einführt, deren Xkxe auf der Ebene (2) recht- 
winklig steht. Die Axe der Z legen wir in den Durchschnitt 
der Y Z Ebene mit der y z Ebene.. Die Transformationsformeln 
sind dieselben w r ie in §. 239. Es ist aber speciell 7 , = 0 und 
Lß, -|- Afß 2 -j- AT'ßj = 0, 

^Y, + ^Ts= 0. 

Außerdem gelten die Formeln (7) bis (10) des §. 176. 
Danach berechnet sich 

/ a, = L, a i = rt 3 = N, 

(3) ß 1 == _(jtf*_f-iV 2 )Q, = p a = LNQ, 

( Ti = 0, y 2 = — NQ, Yj — MQ, 
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wenn zur Abkürzung 

= 1 : Q 

gesetzt wird. Die Gleichung (1) geht über in 

(4) A t X 2 + B t Y 2 4 - < 7 , Z 2 + 2 D, XY+ 2 E { YZ+ 2 F,ZX 

+ 2G x X-\-2H x Y-\-2J i Z+K=0 
und die Gleichung (2) in 

(5) Ä r — p = 0. 

Die Coefficienten A t , B t , ... J x in (4) berechnen sich 
nach §. 235. 

Für den Schnitt gelten die Gleichungen (4) und (5) gleich- 
zeitig. Der Schnitt ist ein Kreis (§. 54), wenn 
B l = C\ >0, E, = 0, d. h. 

(6) A(M 2 +N 2 )+(BM 2 +CN 2 )Q 2 L 2 =BQ 2 N 2 +CQ 2 M 2: ^0, 

(7) (B—C) LMN= 0. 

Diese Bedingungen sind unabhängig von p , die Kreisschnitte 
liegen also in parallelen Ebenen. 

Die Gleichung (6) wird bequemer, wenn man den Ausdruck 
auf der rechten Seite mit (L 2 4 - M 2 4* N 2 ) multiplicirt. Die 
Bedingungen (6) und (7) sind für beliebige Werte von L, M, N 
erfüllt, wenn A — B= C. Die Kugel und die Ebene schneiden 
sich also immer in einem Kreise. 

Die Gleichung (7) ist auch in dem besondern Falle er- 
füllt, daß B—C. Dann ist zur Befriedigung von (6) zunächst 

nötig, daß B-^.0 sei, und wenn A 4 " B , so muß ferner 
M = N — 0 sein. (Rotationsflächen zweiter Ordnung: Ellip- 
soid, die beiden Hyperboloide, Kreisparaboloid, gerader Kreis- 
kegel, gerader Kreiscylinder.) Die Schnittebene liegt recht- 
winklig zur Rotationsaxe. 

Wenn aber B und C verschieden sind, so muß zur Er- 
füllung von (7) eine der Größen L, M, A r gleich Null sein. 
Für A — B muß L = M = 0, für A = C muß L — N = 0 
sein, damit (6) befriedigt w T erde. Dies gibt wieder Rotations- 
flächen. (Axenvertauschung.) 

Sind A, B. C von einander verschieden, so kann man 
es immer so einrichten (nötigenfalls durch Vertauschung 
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der Axen),^faß A^> B^> C. Dann hat man in (7) 3/ = 0 
zu setzen. Dadurch gellt (6) über in 

A N* -f CL* = B (i- 2 -f A™). 


Es mäßen also B und N von Null verschieden sein. Man 
erhält / . ö 

L:N=+y-i-~ B 


folglich 

( 8 ) 


L = + V 


A—B 


M ■ 


B — C ’ 

0, w- + lÖ 


Geometrische Bedeutung. Warum darf man nicht L — 0 oder 
N = 0 setzen V 

Man führe hiernach die Untersuchung für die einzelnen 
Flächen zweiter Ordnung durch. In welchen Flächen gibt es 
keine Kreisschnitte V Unter welchen Bedingungen ist bei den 
übrigen Flächen der Radius des Kreisschnittes reell und ver- 
schieden von Null, — Null, — imaginär? 


§■ 246. 


Lehrsatz. Ein Ellipsoid, ein confocales einschaliges 
Hyperboloid und ein confocales zweischaliges Hyperboloid 
schneiden sich in Linien, deren Tangenten im gemeinschaft- 
lichen Funkte rechtwinklig auf einander stehen. 

Beweis. Die drei Flächen, bezogen auf l’echtwinklige 
Coordinaten, ' 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 




2 

a« 


^ ft? ^ 

fi 2 *2 

4_- y jl 

' 1 2 2 

0 ., c. 


y 


- 1 = 0 , 
- 1 = 0 , 
— 1=0 


heißen confocal, wenn 

1 2 2 7 2 1.2 2(2' 

\ a, — a 2 = 6, — b 2 =c, -j-c, 

^ ' I 2 2 i2 i i 2 2 I 2 

f a, — — "i ~r "3 — c i “T c .v 

Es seien x , y, 2 die Coordinaten eines Punktes, welchen 
die drei Flächen (1), (2), (3) gemein haben. Man stelle die 
Gleichungen der Tangentialebenen der drei Flächen für den 
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Berührungspunkt (x, y, z ) auf. Die Neigungswinkel dieser Tan- 
gentialebenen (§. 190) haben die Cosinus 

(5) 


( 6 ) 


(7) 



a..a 


Die Größen (5), (6), (7) sind aber vermöge der Glei- 
chungen (1) bis (4) gleich Null. Also stehen die drei Tan- 
gentialebenen rechtwinklig auf einander. Dasselbe gilt von 
ihren Durchschnittslinien, und diese sind (§. 202) die Tan- 
genten der Durchschnittslinien der Flächen (1), (2), (3). 
(Elliptische Coordinaten.) 
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